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UNAINTRODUCCION A
LOS PROCESOS DE LEVY
Y SUAPLICACION A LA
VALUACION DE OPCIONES

Francisco Venegas-Martinez

RESUMEN

La presente investigacion intenta proporcionar una introduccién asequible
sobre los procesos de Lévy y se concentra, principalmente, en la valuacion
de productos derivados cuando el precio del activo subyacente es conducido
por dichos procesos. Asimismo, se discuten varios resultados analiticos de la
funcién caracteristica de una distribucién infinitamente divisible, los cuales
son muy utiles en la valuacién de opciones financieras en ambientes no
Gaussianos. A diferencia de la metodologia de valuacion de Black-Scholes,
que utiliza funciones de densidad, en este caso la valuacion se lleva a cabo
mediante el uso de funciones caracteristicas. Por ultimo, se proporcionan

férmulas explicitas de valuacion de opciones sobre subyacentes guiados por
procesos regulares de Lévy.
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FRANCISCO VENEGAS-MARTINEZ

ABSTRACT

This paper intends to provide a friendly introduction to Lévy processes and
mainly focuses on valuing contingent claims when the price of the underlying
asset is driven by such processes. Moreover, several analytical results on the
characteristic function of an infinitely divisible distribution are discussed, which
are very useful in pricing financial options living out of the Gaussian world. In
contrast with the Black-Scholes pricing methodology that uses density functions,
this approach uses characteristic functions. Finally, explicit formulas for valuing
options on assets following Lévy regular processes are provided.

JEL classification: G13

Keywords: Contingent claims

1. INTRODUCCION

Los procesos de Lévy se aplican en muchas y muy diversas 4reas de las
ciencias naturales y sociales. Por ejemplo, en biologia se utilizan para modelar
el movimiento de poblaciones de animales y su dispersion; en fisica se emplean
para modelar la dindmica de sistemas continuos de particulas, en especial,
bosones y fermiones; en actuaria se utilizan para modelar el comportamiento
de un activo ligado a un producto de reaseguramiento; y €n finanzas se utilizan
para modelar la dinamica de precios de activos subyacentes. El presente
trabajo se concentra en la valuacién de opciones financieras en mercados
no Gaussianos.

El tamafio considerable que han alcanzado los mercados de opciones
financieras se debe, en gran medida, a la flexibilidad que estos instrumentos
proporcionan a sus usuarios para entrar o salir rapidamente del mercado. Estos
instrumentos presentan un alto grado de liquidez, es decir, un vendedor casi
siempre encuentra un comprador y viceversa, asi como un alto nivel de
apalancamiento, esto es, la inversion inicial es pequefia comparada con la
de otros instrumentos disponibles en el mercado.
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Los derivados financieros permiten a los agentes economicos administrar
el riesgo de mercado con coslos bajos de transaccion. Ademas, el riesgo crédito
de estos instrumentos es minimo debido a la asociacion de la bolsa de futuros con
una camara de compensacion y liquidacion, la cual, a cambio de una comision,
actia como contraparte de todas las partes y administra el riesgo de
incumplimiento de las obligaciones generadas en los contratos.

Lo normal en la practica es que los rendimientos de los diferentes activos
disponibles en la economia no sigan una distribucion normal. En este sentido,
los procesos de Lévy producen mejores resultados en el modelado del
comportamiento de dichos rendimientos. Por lo tanto, una valuacion mas realista
de diversos instrumentos financieros derivados requiere que el precio del activo
subyacente sea conducido por un proceso de Lévy. A continuacion se
proporcionan varias formulas explicitas de la prima de opciones de compra y
venta sobre subyacentes guiados por procesos regulares de Lévy, lo cual sin
duda sera un referente de gran utilidad para la valuacion diaria que realizan los
intermediarios financieros en sus portafolios y coberturas.

La presente investigacion esta organizada de la siguiente manera. €n la
seccién 2 se introduce el lema de Itd y la nocion de ecuacion diferencial
estocastica; en la seccion 3 se lleva a cabo el planteamiento de evaluacion de
una opcion financiera; en el transcurso de la seccion 4 se introduce la nocion
de funcion caracteristica y se estudian varias de sus propiedades; a través de
la seccién S se determinan explicitamente las funciones caracteristicas de algunas
distribuciones utiles en el estudio de las matematicas financieras; en las
secciones 6 y 7 se estudia el concepto de transformada inversa de Fourier, el
cual es util en la determinacion de las funciones de distribucion acumulada y de
densidad asociadas a una variable aleatoria; en las secciones 8 y 9 se discute
la formula de Lévy-Khinchin para funciones caracteristicas de distribuciones
infinitamente divisibles; en la seccion 10 se presentan varios ejemplos de
distribuciones infinitamente divisibles y sus ternas caracteristicas de Lévy; en
el transcurso de la seccion 11 se plantea el problema de valuacion de opciones
europeas de compra cuando el precio del subyacente sigue un proceso de Lévy;
en las secciones 12 y 13 se introducen los procesos regulares de Lévy y el

37



FraNCISCO VENEGAS-MARTINEZ

papel que desemperian en el proceso de valuacion de activos contingentes; en
la seccion 14 se generaliza la formula de valuacién de opciones de Merton-
Black-Scholes para procesos regulares de Lévy; por iltimo, en la seccion 15
se presentan las conclusiones, asi como las limitaciones y sugerencias para
futuras investigaciones. Un apéndice contiene detalles sobre las ecuaciones
de Cauchy-Riemann, el teorema de Cauchy y el teorema del residuo.

2. LEMA DE ITO Y ECUACIONES DIFERENCIALES
ESTOCASTICAS (AMBIENTES GAUSSIANOS)

Un movimiento Browniano estandar (de dimension 1) es un proceso W, , definido
en un espacio fijo de probabilidad (2, d,P), que satisface:

1) W, =0 con probabilidad uno;

2) W, es una funcion continua en /;

3) Si0<t,<..<t, losincrementos ¥, -W, ,..W, —W, sonvariables

aleatorias independientes;
4) Si 0<s <t losincrementos W, — W, son normalmente distribuidos

con media cero y varianza [ —s.

En el marco de la definicion anterior, la integral estocéstica, o integral de Ito,

V.= [ ris)aw,,

es el proceso estocastico tal que
n 2
limE[Zf(ti—l)(n/,_VV, )_V::l =0,
e L= -
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donde (,),,, €s un movimiento Browniano estandary 0 =¢, <t, <t, <...<t, =t
es una particién del intervalo [0,1], tal que 0=¢ -t =t/n, i=12,.,n
Observe que la convergencia es en media cuadrética. Es sumamente importante
enfatizar que el integrando, f(s), el cual puede ser determinista o estocastico,
esté evaluado en el extremo izquierdo del intervalo [t,_, ,t,.]. Esta eleccion es
natural en finanzas ya que, con ello se asegura que el futuro no interviene en
las acciones presentes. Un ejemplo tipico de la funcién [ es f(s)=g(W,).
Observe que, en el caso de la integral de Riemann-Stieltjes, se obtiene el mismo
valor para la integral cuando se toma cualquier punto extremo del intervalo
[t,-_,,t,-], incluso cualquier punto intermedio. Sin embargo, en el caso de la
integral estocéastica, los resultados pueden cambiar seguin se
utiliza f(¢,,) 6 f(¢,). La definicidn de integral estocéstica requiere que la
funcién f(s) se valie siempre en ¢,,. Cuando f(s)=g(W,), se supondra
que el valor de f(s) depende sélo de los valores pasados de W,,u <s. En
este caso se dice que f es predecible. Asimismo, se supondra que

£ f(s)*ds < o casi donde quiera

£ E[fz(s)ds]< 0.

La condicién sobre la primera integral garantiza que la integral de Itd,

_[; f(s)dW,, esté bien definida, y la condicién sobre la segunda integral
asegura que la varianza de Ll S (s)d W, semantenga finita. Evidentemente,
si f(s) esdeterminista, las dos condiciones anteriores coinciden.

A continuacién se presenta un resultado basico del calculo estocastico,
el 1lamado lema de It6 sobre cambio de variable. Sea
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!

X,i=x,+ _E,u,ds+ ‘EUJdW,

con X, =x,,donde u, = u(X,,s) y o, =0(X,,s). Suponga que _[:|/1, ds

es definida como una integral ordinaria casi dondequiera y J:E [a . ]ds < o de
g I3 . ’ . .

tal manera que la integral estocéstica, La sdW  , tenga varianza finita. Es

usual y conveniente expresar dicha ecuacion en la forma de una ecuacion

diferencial estocastica, es decir,

dX, =pudt+o,dW, X, =x,,

teniendo siempre en mente que el objeto de estudio del calculo estocastico es
la integral estocastica. Considere ahora una funcién f = f(X,,t) con segundas
derivadas parciales continuas, entonces

f(X,,:)=f(xo.0)+£Zf de+ 4[6‘1{ —L s P _[ Y oaw,

2 2 )

lo cual se puede expresar, brevemente, en términos de una ecuacion diferencial
estocastica como

A L N
af (X,,¢ — U, +—— dt+ =—o,dW..

! r 1

Por ultimo, se enfatiza que una ecuacion diferencial estocastica representa
solamente una notacion simplificada de una integral estocastica.
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3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE
VALUACION EN EL MUNDO GAUSSIANO

Considere un proceso de Wiener {W, }Ie[”] definido sobre un espacio fijo de
probabilidad con una filtracion (2, o {0 }:e[o.r]’P)' Se supone que ¢l precio
del subyacente al tiempo ¢, S,, es guiado por el movimiento geometrico
Browniano, en un ambiente neutral al riesgo, a través de la siguiente ecuacion

diferencial estocastica

dS, =rSdt+0,S,dW,. (1)
Si S, (s|S,) es la funcién de densidad de S, , condicionala S,y
e(S,,t) = E{e” """ max (S, - k.0)[0} 2)

es el precio de una opci6n europea de compra, entonces (2) se transforma en

c(S,,t)=e"""" [:m (s- K,O)fsrlll(siS,)ds
=e”" " ['(s - K.0)f;,,,, (5[S, )ds

= g™t J:sfs,p, (sS,)ds—Ke """ L»Hfs’[" (s|S,)ds
= e g[S 1, S, ]- Ke P {s, > K|S, }

El primer término representa el valor presente del valor esperado del
subyacente cuando la opcidn esta dentro del dinero y, el segundo, el valor
presente del precio de ejercicio por la probabilidad de que la opcion esté
dentro del dinero. Si S, satisface (1), una simple aplicacién del lema de [16
conduce a

41



FRANCISCO VENEGAS-MARTINEZ

din (S,) = (r-~c*)di+odW,

lo que, a su vez, implica 4)

|
a(W,-W,)v(r-;u’)lT—!) (5)

S, =S8,e
Esta expresion lleva a dos hechos importantes. En primer lugar, el proceso
{S, },zo es adaptado a la filtracién {CD, },20, ya que (5) es invertible, en el
sentido que es posible despejar W, en dicha ecuacién. Por lo tanto,
Q' =c(W|s<t)=0(S,|s<t)=D].
En segundo lugar, la funcién de densidad de S, , condicionala S,, esta dada por:

In(ij —{p——g YT =1}
1 S 2

Xp< — — d .

N272(T -1t)o's © 2 o /(T -1) (6)

fSr|x, (S]S,) =

Después de sustituir (6) en (3) se tiene que

c(S,,1)=8,®(d,)-Ke """ "®(d,), (7

donde

ln(s‘ )+(r—laz)(T—t)
4 - _\K 2
e ’

;=

(8)
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ln(s—’)+(r—lal)(T—t)
K 2

d, = =d,—-o~NT -t
o~T -t

2.
<D(d)=ﬁfme 2" .

Como puede observarse en la ecuacion (8), las cantidades d, y d,se
encuentran relacionadas entre si. Por ultimo, se menciona que en Venegas-
Martinez (2005) se generalizan las formulas anteriores cuando o es vista como

una variable aleatoria, en cuyo caso se utiliza el principio de maxima entropia e
inferencia Bayesiana.

4. FUNCIONES CARACTERISTICAS Y SUS PROPIEDADES

Las funciones caracteristicas han sido herramientas muy utiles en el desarrollo
de la teoria de probabilidad, sobre todo en lo que respecta al estudio de
teoremas limite. En esta seccion se presenta la definicion de funcion
caracteristica de una variable aleatoria y se discuten algunas de sus
principales propiedades.

La funcion caracteristica,, ¢, (u ), u€ IR de una variable aleatoria, X,

se define como el valor esperado de e™', donde i = /-1 . Es decir,

or(u)= Efe™ )= [ e“dr, (x)

= [ cos(ux)dF, (x) +i [ ®)

.

sen(ux) dF, (x),
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donde F(x) esla funcién de distribucién acumulada de X . La integral
se interpreta en el sentido de Riemann-Stieltjes. En caso de que F, (x)

sea absolutamente continua con densidad F, (x) = f,(x), entonces (9) se

transforma en

py(u)= [e" f(x)dx. (10)

Es decir, ¢, (u) es la transformada de Fourier de la funcién de densidad, £, (x) .
La primera propiedad relevante de ¢, () es que ésta siempre existe y

|(px (u)| < 1con igualdad en u = 0. En efecto, observe primero que el moédulo

|e"“ | satisface

\em‘l’ =|cos(u.x)+iseﬂ(ux)|: = cos * (ux) + sen” (ux) =1.

En consecuencia,

@y (u) = } ‘[: e“dF, (x)

< [:I;eiur

Se puede ver también, sin mucha dificultad, que ¢, («) es absolutamente
continua en todo IR.

dF, (x)= [ dF (x)=1.

Otra propiedad de la funcion caracteristica es que ¢, (-u) =@, (u). En

particular, si X es simétrica con respecto al origen, entonces ¢, (u) es una
funcion real par. Claramente,

Q. (-u)= El:c-“lx ] - E[cmx } - E[c“”" :I =@ (u) (11)
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Por otro lado, s1 X, X,,..., X, son variables aleatorias independientes, no
necesariamente idénticamente distribuidas, entonces la funcion caracteristica
de su suma es igual al producto de las funciones caracteristicas de cada uno de

los sumandos. Esto se puede ver como sigue. Sea §, =X, + X, +..+ X,
entonces

@5 (u) = E[““S']

- E[e"‘x'e'“x’ P

= E[e“‘x' ]E[e"‘x’ ]---E[e"‘"']
= ¢x,(“)(o,\'_,(u)"'q’,\'.(u)

=I:[¢,.-‘(u)-

(=]

(12)

La tercera igualdad se debe a la independencia de los sumandos. Por ultimo,

sea X una variable aleatoria tal que los primeros n momentos

E[X"]=Mk, k=12,..,n, existen, es decir, E[

J
Xkl] <w para k=12,...,n,

entonces

d .
E(ox(u)!u_o =i'M,. (13)

Asi pues, la ecuacion (13) relaciona las derivadas de la funcién caracteristica
con los momentos de la distribucion.
5. FUNCIONES CARACTERISTICAS

DE ALGUNAS DISTRIBUCIONES

En esta seccion se determinan explicitamente las funciones caracteristicas de
algunas distribuciones ttiles en el estudio de las finanzas.
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5.1 FUNCION CARACTERISTICA DE LA DISTRIBUCION NORMAL

Sea X ~N(0,1), x e IR, es decir,

1 -1t

Jolx)= e 7

entonces

1 .
Px(u)= 7—2—”' _[:e""e 7 dx

u? [- —';'(x!—zlu(—u:)dx
e ’
® (14)

Il
o
e ]
L)
~ |-

donde A eslalinea horizontal, z = x—iu, x€ IR en el plano complejo C . Es
usual denotar

1.2
La funcién e ® es entera, es decir, es analitica (holomorfa) en todos los
puntos finitos del plano complejo C . Por lo tanto, su integral en cualquier
contorno cerrado simple es cero (teorema de Cauchy) y, en particular, en el
rectangulo, R, determinado por los vértices — X —iu, X — iu, x y =X

{eFae=([Tef o[+ [ a0

Observe ahora que
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lo cual implica que

|I\}—'pn L ;e.. i :dz£= 0.

Es decir, los lados verticales del rectangulo, R , tienden a cero cuando |x| — ©,
Por lo tanto,

x=iu

[H“ e_l?' dz = - [‘e-% de= I 27!.
De esta manera,

Por lo tanto,

Ahora bien, en el caso general cuando Y~N (g 07), se tiene que
Y = u+0X. Consecuentemente, la ecuacion (14) se transforma en

Px(u)=E[e" ]
_ E[eiu(;na)()]
E iup maX]
_ eluyE[eiuaX]
fup

=e""p,(ou) s)
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Como puede observarse, a partir de la expresion (15) se sigue que
ln[qoy(u)] es una ecuacién cuadratica en u que involucra los parametros
relevantes de VY.

5.2 FUNCION CARACTERISTICA DE LA DISTRIBUCION POISSON

Sea X ~P(4), x=0,1,2,..., es decir,

P, {X = x}: e’ £ x=0,1,2,..

entonces

x=0 x" (16)

La ecuacion (16) conduce a In [w X(u)]= A(e™ -1), este resultado se utilizara
posteriormente cuando se introduzca el concepto de distribucion infinitamente

divisible.
5 3 FUNCION CARACTERISTICA DE LA DISTRIBUCION GAMMA

Sea X ~G(a,p), x=0,esdecir, X tiene funcién de densidad

ﬂaxa—le—pl

, x>0,
I'(a)

fx(x) =

entonces
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py)= [0 B2 g,

[(a)
pa a-1 (w B)x
f [a)
(ﬂ '“)a Xa l ~(f-lu)x
[ -'“] r I'(a) & i

=(1-_)‘ |
B
Sien(17) @ esunnumero natural, @ = n, entonces [:px(u)]z {[1— (iu /,3)]—l }

lo cual representa la funcion caracteristica de una suma de n variables aleatorias
exponenciales idénticamente distribuidas con parametro S .

5.4 FUNCION CARACTERISTICA DE LA DISTRIBUCION
GAUSSIANA INVERSA

Sea 7,, la primera vez que un movimiento Browniano con tendencia
b>0, {W, +bt},,,, visita un estado a > 0 . En este caso, se dice que la variable

aleatoria 7,, tiene una distribucién normal inversa con parametros a y b,y

este hecho se denota en forma simplificada mediante 7,, ~ |G (a.,b). La
funcion de densidad de r,, esta dada por:

f,u(l)=7;7e"’t-;exp{— l;[zz,_‘+b,’]}' x>0, (18)

y su funcion caracteristica satisface
@, (u)=exp {—a(\/—Ziu +b2—b)}, (19)
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Otra forma de escribir (18) es como sigue

_ a f 1 (a-bt)’
S (1)= _,”,,”‘Pl‘;—,—}’ B2, (20)

En este caso, E[r,,]=a/by Var [r,,]=a’ /b’ . La densidad (20) se puede
presentar en forma alternativa a través de la definicién de un conjunto nuevo
de parametros u=a/b y a=1/o, 0 >0, de tal forma que

_(_’;ﬂ_)i}, t>0. 1)

1
)= €X =
Jo, (1) 7——2”0’, p{ 2o

Observe que ahora E[t”_a]= Hy Var[rm]= u* /o . En particular, si b=0,
el tiempo de primera visita 7, a un estado a > 0 se define como:

z, =inf{t/W, = a}.

La continuidad en las trayectorias de {W,} es esencial para que la definicién

120
anterior tenga sentido. Observe que si

M = o2 .
entonces
7, <t siysélosi M * > a. (22)
Ahora bien, claramente,
PM;2a}=P{, <aM:>a}+P{W, >aM:>a)} (23)
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El primer sumando de (23) satisface

P{W, <a,M 2 a}
=P{W, -W, <0|r, < I}P{ta <t}
=P{w,-w_20|r, <t e, <t} (24)

P, 2a,M!2a}

En la segunda igualdad se ha utilizado el hecho de que P {W,. = a}= 1, ya que
la primera vez que W, visita al estado a > 0, es justamente en el instante 7, .
La tercera igualdad se debe a la simetria de la variable aleatoria
W,-W, ~N (0,r-r,).Laltimaexpresion en (24) es justamente el segundo
sumando de (23). Se sigue entonces de (24) que

PM>a}=2P{W,2aM2a}

=2P{W, > a}, o

yaque M "> W,. Asi, (25) se transforma en

Es decir, la distribucion de M * coincide con la de |W,|. Por lo tanto, la

distribucién del tiempo de primera visita, 7, se calcula como sigue:si a > 0,
entonces

51



FrANCISCO VENEGAS-MARTINEZ

F, (1)=P{r, <t}
=PM>a}
=PﬂW,|2 a}

- (%J; fe":'"dz

(2} [ o
—(zr) [;ﬁe dv (26)

a -p’
- ‘[ e a Iludu,
;)hu’

donde en la penultima integral en (26) se utiliz6 la sustitucion v = z/«/t_ de
esta forma el limite inferior cambia de a a a/«/;, y el superior se mantiene.
En la ultima integral se empleé el cambio de variable Vu = a/v, asi el limite
inferior cambia de a/\/; a cero, y el superior de o a 7. Ademas,

a

dv=—l du,

/
zull

lo que permite intercambiar los limites de integracion. Después de derivar (26)
con respecto de ¢, se concluye que

a a’
fr_ (0= > Cxp{- -2—’} t>0. 27)

2x

Otra forma alternativa de obtener (27) es como sigue. Sea X ~N (0,1/a%) y
defina T=1/X?, entonces X = +1/JT . De esta manera,

w
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= = €X —gi
3 xP 2t |

2xt

+ fx(l/ﬁ)\—:—’(——\%)

£r(0) = f (U ﬁ)‘(‘i(‘—)
[ !

Cuando b = 0, este razonamiento motiva el nombre de distribucion Gaussiana
inversa. Sin embargo, en el caso general, b >0, dicho nombre podria ser

inadecuado. Observe también que

fi ()= e®e M £ (1).

6. TRANSFORMADA INVERSA DE FOURIER (DISTRIBUCION)

Sea ¢, (u) la funcién caracteristica de una variable aleatoria X con distribucion
F,(x).Siayb,con a<b,sonpuntos de continuidad de F,(x), entonces

se tiene la siguiente formula de inversion de (26):

iua - lub wa e

. lub
Fy(b)-Fy(a)= i fm(q),(u)g—;mi———tpx(—u)i——zu———]du. (28)

En virtud de que (28) se puede reescribir como @, (-u) = @, (), se sigue que

-

—wa _ - (ub
Fy(b)-Fy(a)==— [ Re|p, () *———|du. (29)
27 *= 2iu

7. TRANSFORMADA INVERSA DE FOURIER (DENSIDAD)

Si la funcién caracteristica de una variable aleatoria X, ¢, (u), satisface

que
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f; @ (u)ldu < o,

se tiene entonces que X tiene funcion de densidad

So(x)=o—[ e py(x)du. (30)

|
n

La expresion (30) es conocida como la transformada inversa de Fourier. La
funcion de densidad f, (x) es uniformemente continua y acotada.

8. DISTRIBUCIONES INFINITAMENTE DIVISIBLES

Si @, (u) esla funcidn caracteristica de una variable aleatoria X', se dice que
la distribucién de X es infinitamente divisible si para todo n € N la funcién
[(p,\,(u)]" es, a su vez, la funcidn caracteristica de alguna variable aleatoria.

9. FORMULA DE LEVY-KHINCHIN

La funcion @, (u) es la funcion caracteristica de una distribucion infinitamente
o . P e .
divisible si, ysolosi y,(u ) = logp, (u) tiene la forma

v (u)=ipm- ;—0'2u2 + [: (e™ -1- tuxly v (dx), 31
donde

, I st xe (=1,1),
E< 70 sioxe (=1,0).
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Este resultado es conocido como la formula de Lévy-Khinchin. Observe
que en (31) el primer sumando es lineal en u, ¢l segundo es la componente
Browniana y el tercero es la componente de salto. La funcién w , (u) es,
frecuentemente, llamada el exponente caracteristico o funcion caracteristica
de cumulantes, o simplemente la funcién de cumulantes.

10. EJEMPLOS DE DISTRIBUCIONES INFINITAMENTE
DIVISIBLES

A continuacién se presentan algunos ejemplos de distribuciones infinitamente
divisibles con base en la formula de Lévy-Khinchin. Cada distribucion
infinitamente divisible tiene asociada una terna caracteristica (y,0°,v(dx)) .
Al primer elemento se le conoce como tendencia, al segundo como componente
Browniana y al tercero como medida de Lévy. En ocasiones, la terna
(y,0°,v(dx)) es llamada la terna de Lévy.

10.1 LA DISTRIBUCION NORMAL ES INFINITAMENTE DIVISIBLE

Si X ~N (u,0%),entonces
v = iup - ot (32)

Bastatomar y = 4 y ¥ (dx) = §(x — 0)dx. Es importante recordar que la delta
de Dirac satisface

h(0)= [ h(x)8(x-0)dx
Si

[:ih(x)dx}< ®.
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Asi

[ (™ -1-iuxi ))8(x-0)dx =’ ~1-0=0.

En este caso, la Delta de Dirac es la densidad de Lévy. La terna caracteristica

de la distribucion normal es (4,0, 8 (x - 0)dx).
10.2 LA DISTRIBUCION DE POISSON ES INFINITAMENTE DIVISIBLE

Si X ~P (4), entonces

(1) = A(e" - ). (33)

En este caso, se eligen y = 0,0 =0 y v(dx) = A5 (x - 1)dx . Asi,
[[ (e —1-iux1y, (A0S (x ~1)dx = (€™ ~1=iuxly )4 = Ale™ =1).

Observe que cuando x = 1, la funcién indicatnz 1, _,, = 0 . De esta manera, la
terna caracteristica de la distribuciéon Poisson es (0,0,6(x—1)dx). Un
tratamiento que combina la distribucion normal con exponente caracteristico
(32), asociado a un movimiento geométrico Browniano, con la distribucion de
Poisson con exponente caracteristico (33) de un proceso de saltos, puede verse
en Oksendal and Sulem (2004).

10.3 LA DISTRIBUCION GAMMA ES INFINITAMENTE DIVISIBLE

Si X ~G (a, ), entonces

(px(u):[l-%] g (34)
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En este caso, se puede mostrar que la terna caracteristica esta dada por
(a(1- e ?) B0,ae’ x7'1, qdx).

Si a esun numero natural, entonces (34) representa la funcion caracteristica
dela sumade a variables aleatorias exponenciales idénticamente distribuidas

con parametro /3.

11. VALUACION MERTON-BLACK-SCHOLES CON FUNCIONES
CARACTERISTICAS

A continuacion se generaliza la metodologia de Merton-Black-Scholes para
valuar una opcion europea de compra cuando el precio del subyacente no
sigue un proceso Gaussiano. En esta generalizacion, la formula de valuacion
te6rica utiliza la funcion caracteristica del proceso, en lugar de la funcion de
densidad del proceso que conduce el precio del subyacente (referencias
complementarias a esta seccion son: Boyarchenko y Levendorskii (2002)
y como Schoutens (2003)).

Con el fin de motivar e ilustrar las ideas y conceptos centrales sobre los
que descansa la extension de la formula de Merton-Black-Scholes, se partira
del supuesto de normalidad y se abandonara justo en el momento en que la
teoria alternativa exija de nuevos y mas sofisticados planteamientos.

Se supone que el precio, S,, del activo subyacente, una accion que no
paga dividendos, tiene una dinamica estocastica como la definida en (1), una
simple aplicacion del lema de It6 produce

d(lnS,)=(r—|;az)dl+crdW,. (35)

Si se discretiza (35) con dr =T - ¢, entonces
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InS, =InS,+(r-;—a’)(T—r)+a(W, -W). (36)
Por lo tanto,
In(S, )~ N(In(S, )+ (r—éa")(T —1),0X(T - 1)). 37)

En otras palabras, el rendimiento logaritmico también tiene distribucion normal,
pero con parametro de tendencia menor que el del subyacente. La formula de
valuacién conduce a

c(x,0)= e """ E[g(In( 5, ))|s] (38)
donde x = In(S,). Equivalentemente,
c(.r.1)=e"""’[: Sy(y)g(x+y)dy, (39)

donde, de acuerdocon (37), Y ~N ((r - %az)(T —1),0(T-t)). Por otro lado,

si @,(u) esla funcidn caracteristica de Y, entonces

o (u)= [ e f,(y)dy. (40)

En este caso, de acuerdo con (30), la transformada inversa de Fourier de
(40) esta dada por

1 = -
£ =5 [ e o, (w)du. (41)
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Si ahora se define X ~N ((r - %a’),a’), se tiene que

fr(y) = 5 [ . (42)
’r n

12. PROCESOS REGULARES DE LEVY (PROPIEDADES
HOLOMORFICAS DE LA FUNCION DE CUMULANTES)

Un proceso estocastico (X,),., definido en un espacio fijo de probabilidad
(Q,®,P) es un proceso de Lévy si cumple las siguientes propiedades: 1) X,
tiene una distribucion infinitamente divisible para todo ¢; 2) (X)), tiene
incrementos independientes, es decir, para cualquier conjunto finito de tiempos
{lo,tl,...,t"} con t,<t <..<t,, las  variables aleatorias
X. =X i Ky =Xpwnky — X, son independientes; 3) (X))o tiene
incrementos estacionarios, es decir, X, —X, yX, tienen exactamente la
misma distribucién; 4) X, =0 casi dondequiera; 5) X, es continua en
probabilidad, es decir, lim, , P{JX,‘,, o’ E Ze}z 0 paratodo €> 0 y 6) existe
Q,e® con P(Q,)=1, tal que para todo w € Q, se tiene que s1 X, (@) es
vista como funcién de ¢, entonces X, (w) es continua por la derecha con limite

por la izquierda.
Un proceso regular de Lévy es un proceso con propiedades holomorficas

del integrando de la transformada inversa de Fourier. Si
h(z)=e¥e =V G z=u-ia,

donde y , (u) es la funcién de cumulantes de un proceso de Lévy (X,),z0+ 8¢
dice que (X,),,, es regular, si existen 1_y A, tales que h(z) es analitica en
una banda horizontal, S, determinada por z=u—-ia, u€lR,a e(A_.A,).

Ademas, se debe cumplhir que
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=0para a€(A_,4,).

lim

[u|=> =

Lv_’ah(z)dz

Es importante destacar que el movimiento Browniano y el proceso Gaussiano
INVerso son procesos regulares de Lévy.

13. DESPLAZAMIENTO DE LA LINEA DE INTEGRACION EN LA
TRANSFORMADA INVERSA DE FOURIER
PARA UN PROCESO REGULAR DE LEVY

Sea h(z)=ee = *T-WiMa) oy _ia,ae(A_,A,) Yy considere el

rectangulo R determinado por los vértices — u — i, u —ia, u,—u, entonces
por el teorema de Cauchy

fua=([ e[+ [+ [ arz=o0.

Por otro lado, las condiciones de regularidad conducen a

lim j’ h(z)dz|=0.

|u|— =

Es decir, cuando |u|—) o , las integrales sobre los lados verticales del
rectangulo se anulan. De esta manera,

[:_‘a h(z)dz = J: h(u)du .
En consecuencia,

-la ~ylu-lg)rw  (vu-la~ia) , ~hu~yp  (u+ia)
r e’e : du = fe‘”e ; du,
- x

-xXx=-(a
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lo cual implica que

~la _ , =iyu+y , (usla)
r e Ty = re"'e T Ay
-m-(a w©

T _iylu+ia)+ (utia)
= [ e Ve du
o

© vy (V)
= [ e YAy,
w

Por lo tanto

fiy L [,
g L u. (43)

14. FORMULA DE VALUACION DE MERTON-BLACK-SCHOLES
PARA PROCESOS REGULARES DE LEVY

En esta seccion se obtiene la formula de valuacion de Merton-Black-Scholes-
Lévy. Después de sustituir (43) en (39) se obtiene que

c(x,t) = z_li_r_e-,(r-,)[: ‘[::‘:’e'"”"”"w‘(“'g(x 4 y)dudy. (44)

Observe que ¥ , («) ha sido premultiplicada por 7 — ¢ a fin de introducir el plazo
del instrumento. Si se lleva a cabo el cambio de variable de y a y — x, yse utiliza
el exponente caracteristico ¥, (), entonces (44) se puede escribir como

1 = -0 f* (' -w(y-x)+(T-t u
c(x,t) = ot e ’L L_me b-e ST s y)dudy. (45)
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Si, para fines practicos, se define

2(u)= [ e ™ g(y)dy,

entonces (45) se puede reescribir como

c(x") _ _2—l’r_e_,”._” [m-la e-lu( ‘(T—I)v‘,(u)g(y)du

©-la
1 ' l ] (46)
— s =r(T-1) NG 4 (T=t)|=r-y  (u) .
- 2’[ € [:—Iae g(u)du

Observe ahora que si g(y) es el valor intrinseco de una opcion europea de
compra, entonces

2(u)= [ e g(y)du
= [:e""’ max( e’ - K,0)dy
= I‘:K)(e-(lu-l)) _ Ke -lu}’)dy

I‘:“e'“’"dy -K f:ke"""dy

e-(tu—l)ln(K) ke-iuln(K)
(iuw - 1) - iu
Ke-wln(Kl Ke-luln(K) (47)
T Tiu+i)  u
= Ke -wIn(K) ‘ __1_
(u+1) iu
Ke—luln(K)
- u(u +1)
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Después de sustituir (47) en (46) y dado que x = In(S,), se sigue que

K =i eullﬂ .‘,"K)v(r-l)l-r~"(u)]

= - — , 48
d 2 J-w-ia u(u +1) a8 (%)

Sea

E(u)=-exp {iuln( S, /K)+ (T -0)[-r+y , ()]}

entonces el integrando puede reescribirse como

S(u) &(u)
Hiu) = 20 o 1 =i (49)
u(u +1) u u+i

Claramente, u=0 y u=-i son dos polos de H(u). Considere el
rectangulo R determinado por los vértices —u-ia, u-ia, u-if,

—u—if, con ae(l,2,), fe(A_,0) y uelR. Porel teorema del residuo,
se tiene que

{ H (w)du = 27i[Res (£,0) + Res (f,-1)]= 27:{(5(_0)

i -1

Observe también que

{ H (u)du =([u'_‘:'a+ B A )H(u)du.

En virtud de las condiciones de regularidad, se tiene que las integrales sobre
los lados verticales del rectangulo se anulan, en consecuencia
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[ H(uydu + J"p"' H (u)du = z,;,’(g_(_Q+ 5('_")).

w-la

Equivalentemente

e(xt)= —(2LJZIII(§(—_())+ i(_—‘_))_ ZL f"p H (u)du.
n

n i - .-ip
Note ahora que r +y ,(-i)=0 y w,(0) =0, entonces

£0) _exp{0-(r(T-0)} e’

i I i

y
§(=i) _ exp {in(S,/K)} S,
—i - iK
Asi
) e-r(f—l) S, K -1p
c(x,t)=—Kt( : —;l—(—]+g[:_wH(u)du
K ip (o)
= -r(T-1) _ )
= - Ke + S, °n [:_‘”H(u)du.

La expresion (50) representa la condicién de paridad put-call. Por lo tanto, el
precio de una opcion europea de venta satisface

fu Il S,/Kr(r-l)[—r-v,«(u)]d“

K j'w-ui e

) -
p(xt) 2 J-=-p u(u +1)

B e(iA_,0).
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15. CONCLUSIONES

A diferencia del tipico supuesto de normalidad, los procesos de Lévy
producen un modelado mas realista sobre el comportamiento de los
rendimientos de muchos y muy diversos activos subyacentes. De esta
manera, una valuacion mas cercana a lo observado en los mercados de
productos derivados se obtiene bajo el supuesto de que el precio del
subyacente es conducido por un proceso de Lévy.

Varias formulas explicitas del precio de una opcién europea de compra 0
venta sobre subyacentes guiados por procesos regulares de Lévy han sido
obtenidas, lo cual provee un referente para las decisiones de inversion y cobertura
de los diferentes agentes que participan en los mercados financieros. Es
importante destacar que las formulas obtenidas solo son validas cuando se
cumplen las condiciones de regularidad.

Por supuesto, queda pendiente en la agenda de investigacion futura el
desarrollo de férmulas explicitas de otros productos derivados mas complicados
como son opciones, con barreras, look-back, parisinas, etc.
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APENDICE

ECUACIONES DE CAUCHY-RIEMANN, TEOREMA DE CAUCHY
Y TEOREMA DEL RESIDUO

Sea f(xy)=u(xy)+iv(xy) donde z=x+iy. De esta manera,
dz = dx +idy. Observe que

zZ+ 2z z—-z
x= y X=—
2 2i
de donde
ox_1 oyl
2z 2 Y 8z 2
Dado que

of _ofox 9of oy
0z O0x 0z 0y 0z

se tiene que

o 1 ( ou 6v) ov . Ou

w2 pd s by | E0 . g &0 |

0z 2|\ox ox dy Oy
Observe ahora que sobre el eje real df /dy = 0, asi

Q!_'__l(au+.6v)
oz 2 '

- — ' —
Ox Ox
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Por otro lado, sobre el eje imaginario df /dy = 0, se sigue que

Si f esdiferenciable en C , entonces la derivada tiene que ser la misma para
un dz dado, sin importar la direccién. En este caso, se sigue que

" Asimismo, se verifica que

0'u o'u alv olv

ax' 8y’ Y ax' T Tay

Similarmente,

Suponga ahora que f(z) satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann dentro
de un contorno A que encierra una regién N . De esta forma,

(Lj(z)dz = {(u+iv)(dx+l‘dy)

= <£udx -vdy + icivdx +udy.

Una simple aplicacion del teorema de Green conduce a

oh 0
ig(x,y Jdx +h( xy )dy = H“(E_ %)dxdy,
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lo cual lleva a
if(z)dz = 0.

Suponga que f(z) satisface las condiciones de Cauchy-Riemann y considere
la siguiente expansion en serie de Laurent:

f(2)= Z a,(z-2,)".

ne-n

Si A esun contorno cerrado que contiene a z,, entonces, utilizando el teorema
de Cauchy, se tiene que

dz.

if(:)dz:a_| L

22,

En efecto, a partir de la parametrizacién z = " + z, se sigue que

{ L de =i,

Z-=iz
Asi,
<£f(z)dz =2ria_,.

En este caso, a_, es llamado el residuo de f en z,.
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