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DE BACHELIER A MERTON:

100 ANOS DEL MOVIMIENTO

BROWNIANO EN ECONOMIA
Y FINANZAS
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RESUMEN

En este trabajo se revisan y discuten las contribuciones de Louis Bachelier, Paul
Samuelson, Fischer Black, Myron Scholes y Robert Merton a la economia y las
finanzas en tiempo continuo. En sus aportaciones, el movimiento Browniano no
solo permite el modelado adecuado de las fluctuaciones propias de diversas va-
riables econdémicas y financieras, sino también representa una herramienta basi-
ca para incorporar elementos de riesgo ¢ incertidumbre en la dinamica de dichas
variables. Asimismo, se discuten las relaciones existentes entre dichas aporta-
ciones con las investigaciones de otros prominentes cientificos, tales como:
Robert Brown, Albert Einstein, Andrey Markov, Andrei Kolmogorov, Paul Lévy,
Norbert Wiener y Kiyosi It6, entre otros. Por ultimo, se lleva a cabo una inves-
tigacion sobre la evolucion de las ideas y formulaciones de los modelos desarro-
llados por Bachelier, Samuelson, Black, Scholes y Merton y, simultaneamente,
se realiza un analisis comparativo entre dichos modelos.
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ABSTRACT

This paper is aimed to review and discuss the contributions from Louis Bachelier,
Paul Samuelson, Fischer Black, Myron Scholes, and Robert Merton to
continuous-time economics and finance. In their research, the Brownian motion
not only provides a suitable modeling of the proper movements of many economic
and financial variables, but also it is a very helpful tool to incorporate elements
of risk and uncertainty in the dynamic of such variables. Also, the existing
relationships between these contributions and the research from other prominent
scientists, such as, Robert Brown, Albert Einstein, Andrey Markov, Andrei
Kolmogorov, Paul Lévy, Norbert Wiener and Kiyosi Itd, are discussed. Finally,
the paper investigates the evolution of the ideas and formulations of the developed
models by Bachelier, Samuelson, Black, Scholes, and Merton, and,
simultaneously, carries out a comparative analysis among such models.

JEL Classification: G1, G12

Keywords: Financial economics, contingent claims pricing

1. INTRODUCCION

Es por todos conocido que en 1969, el Banco Central de Suecia crea el premio
Nobel en economia y un ano después, en 1970, Paul Anthony Samuelson' ob-
tiene dicho premio. Asimismo, en 1997, Robert Merton? y Myron Scholes?
comparten el premio Nobel. Tristemente, el reconocido matematico y econo-
mista Fischer Black,® con quien Myron Scholes particip6 en la investigacion
laureada, habia fallecido dos afios antes, a saber, el 30 de agosto de 1995. Es

' Paul Anthony Samuelson obtuvo su doctorado en economia por la Universidad de Harvard.

? Robert Merton obtuvo la maestria en matematicas aplicadas en el California Institute of
Technology y el doctorado en economia por ¢l MIT.

* Myron Scholes obtuvo un MBA y un doctorado en la Universidad de Chicago.

! Fischer Black obtuvo su doctorado en Matematicas Aplicadas por la Universidad de Harvard en

1964.
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importante destacar que Robert Merton fue asistente de Paul Samuelson en el
MIT (Massachusetts Institute of Technology) durante dos afios (de 1968 a 1970)
y, también en ese entonces, Myron Scholes era profesor asistente en el MIT.
De esta manera, Samuelson, Scholes y Merton coinciden en lugar y tiempo.
Por otro lado, muchos afios antes, Louis Bachelier muere en 1946y, evidente-
mente, el premio Nobel en economia todavia no existia. Sin embargo, no hay
duda de que la capacidad y las contribuciones de Louis Bachelier excedian los
requerimientos para dicho reconocimiento.

La organizacion del presente trabajo es como sigue. En las proximas 3
secciones se proporciona una revision del contexto historico, social y econo-
mico en el que Louis Bachelier realiza su trabajo de investigacion. En el trans-
curso de la seccién S, se presenta una resefa historica sobre el fenomeno del
movimiento Browniano y su evolucién conceptual. En la seccion 6 se discute
la contribucién de Albert Einstein en la explicacion del movimiento Browniano.
En la seccion 7 se establece la relacion incidental entre el trabajo de Samuelson
y el de Bachelier. A través de la seccion 8, se discute como se conectan entre si
los trabajos de Black, Scholes y Merton, asi como las circunstancias en que
esto sucede. En la seccion 9 se presenta un modelo probabilista desarrollado
por Bachelier para estudiar la dinamica estocastica del precio de un activo y
determinar el valor de una opcion de compra sobre dicho activo. En la seccion
10 se presentan las ideas principales del trabajo de Einstein sobre el movi-
miento Browniano y se comparan sus resultados con los de Bachelier. En la
seccion 11 se introduce el trabajo de Samuelson sobre valuacion de opciones,
en el cual el precio del activo subyacente es conducido por el movimiento
geométrico Browniano, situacion que impide que el precio del activo subya-
cente tome valores negativos, como en el caso de modelo de Bachelier. En la
seccion 12 se presenta el trabajo de Black y Scholes, en el cual, bajo condicio-
nes de equilibrio, desarrollan un modelo para valuar una opcidn de compra y
cuya dinamica es conducida por el movimiento geométrico Browniano. En su
investigacion, dos parametros desconocidos considerados en el trabajo de
Samuelson, ya no aparecen en el precio de la opcion. En esta misma seccion se
proporciona una derivacion alternativa de Black y Scholes, que emplea el
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CAPM, para obtener su formula de valuacion. A traves de la seccion 13 se
presenta el trabajo de Merton, el cual extiende en varias direcciones el modelo
de Black y Scholes, entre las que destacan: tasas de interés estocasticas, pago
continuo de dividendos, un analisis de opciones americanas, generalizacion
de la formula de Samuelson para opciones perpetuas y la valuacion de opcio-
nes con barreras. Por altimo, en la seccién 14 se presenta un conjunto de con-
clusiones.

2. LOUIS BACHELIER

Louis Bachelier (1870-1946), de nacionalidad francesa, por sus excepcionales
contribuciones a la teoria financiera ha sido llamado el “Padre de las matema-
ticas financieras modernas” Su tesis doctoral “Théorie de la Spéculation”,
presentada en 1900 en la Sorbonne de Paris distingue a las finanzas como una
ciencia sujeta al rigor matematico. Louis Bachelier se adelanto a su tiempo
con la introduccién de conceptos como: movimiento Browniano, proceso
Markoviano, esperanza condicional y martingala. Lo sorprendente es que to-
dos estos conceptos fueron redescubiertos y popularizados por prominentes
matematicos, varios afios después. Por ejemplo, los procesos Markovianos®
aparecen en 1906, la nocién formal de esperanza condicional es introducida
por Kolmogorov®en 1933, y el concepto de martingala es elaborado por Lévy’
hasta 1937.

Es importante resaltar que entre las contribuciones de la tesis de
Bachelier a las matematicas financieras, también destacan: el modelado
de la dinamica de los precios de acciones de la bolsa de Paris a través del

> Andrey Andreyevich Markov (1856-1922), ilustre matematico ruso. en su ensayo “Extension of
the Law of Large Numbers to Dependent Events™. publicado en 1906, formaliza el concepto de
lo que hoy se conoce como proceso Markoviano.

¢ Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987), prominente matematico ruso, en su monografia
“Foundations of Probability™ introduce y formaliza ¢l concepto de esperanza condicional.

7 Paul Lévy (1886-1971), distinguido matematico francés, en su obra “Théorie de I’addition des
variables aléatoires™, publicada en 1937, presenta formalmente ¢l concepto de martingala.
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movimiento Browniano, la primera representacion grafica del precio de un
contrato de opcion, la formulacion de mercados eficientes, la primera for-
mula de valuacion de un contrato de opcion y la primera definicion cuanti-
tativa de riesgo de mercado.

Sin duda, Louis Bachelier se adelant6 a su tiempo. Cuando varias ramas
de la fisica eran sometidas al rigor matematico y la matematica pura alcanzaba
el culmen de una época, era imposible pensar en una “teoria matematica” que
estudiara el comportamiento de los precios de activos financieros, y mucho
menos pensar en “modelos matematicos” que describieran los movimientos de
dichos precios. Sin embargo, Louis Bachelier convencido de la importancia
del estudio de los mercados financieros, a través de modelos matematicos,
prosiguid con su apasionante aventura obteniendo resultados que, en la actua-
lidad, siguen sorprendiendo. Tristemente, Bachelier y su trabajo permanecie-
ron en el anonimato durante muchos afos. Poco se sabe, hasta la fecha, de este
enigmatico y misterioso personaje. Louis Bachelier murio sin reconocimiento
alguno de la élite cientifica francesa de aquellos tiempos. No fue sino hasta la
década de los sesenta cuando a través, principalmente, del trabajo de Paul
Samuelson se dieron a conocer las aportaciones de Bachelier, lamentablemen-
te, mucho tiempo después de su muerte.

Por ultimo, es justo mencionar que Bachelier tomé algunas ideas de traba-
jos anteriores para su investigacion. Por ejemplo, el trabajo del economista y
financiero francés Jean Joseph Nicolas Regnault, quien utilizaba el pseudénimo
de Jules Regnault, “Calcul des chances et philosophie de la Bourse” publica-
do en 1863, ya mencionaba que la desviacion promedio de los precios de las
acciones era proporcional a la raiz cuadrada del tiempo en que fueron tomadas
las observaciones, propiedad central del movimiento Browniano.

3. UN POCO MAS SOBRE LA VIDA DE LOUIS BACHELIER

Una frase que vendria bien para comenzar esta seccion es que “las estrellas, a
pesar de todo, siempre brillan”. En 1889, cuando Louis tenia 19 afos, justo
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después de terminar su preparatoria, sus padres mueren, razén por la cual tuvo
que abandonar sus estudios y hacerse cargo de sus dos hermanos y del negocio
familiar (comercio). Bajo estas circunstancias, Louis no pudo continuar sus
estudios. Sin embargo, al hacerse cargo del negocio familiar, tuvo la oportuni-
dad de conocer el mundo de los mercados financieros, experiencia que marca-
ria su interés por el comportamiento de los precios de diferentes activos,
incluyendo algunos productos derivados. Otro evento que retrasaria la carrera
académica de Louis ocurre en 1891 cuando se enlista en el ejército para llevar
a cabo su servicio militar. No fue sino hasta 1892, a la edad de 22 afios, que
Louis pudo continuar con su educacion universitaria en la Sorbonne gracias a
una recomendacion de Emile Borel para conseguir una beca. Al principio, como
era de esperarse, Louis no se distinguio por ser un estudiante brillante (sus
calificaciones eran inferiores a las de sus compafieros: Langevin y Liénard). A
pesar de casi cuatro afios de interrupcion, Louis Bachelier pudo avanzar rapi-
damente y en 1895 obtuvo la licenciatura en matematicas y en 1897 la maes-
tria en fisica matematica. El 29 de marzo de 1900, ya como candidato a doctor
en matematicas en la Sorbonne, presento su tesis “Théorie de la Spéculation”
a la Facultad de Ciencias de la Academia de Paris. Sus sinodales fueron, nada
menos que Henri Poincaré, Paul Appel y Joseph Boussinesq. Sin embargo, en
ese tiempo las finanzas no eran vistas como una ciencia (matematica) y los
comentarios de Hadamard, Borel, Lebesgue, Lévy y Baire no se hicieron espe-
rar para menospreciar su trabajo, cuando todo giraba en torno de la fisica ma-

tematica y la matematica pura.

4. LAS DECADAS PERDIDAS DE LAS MATEMATICAS
FINANCIERAS Y LA PROBABILIDAD

Todavia en la década de los setenta y principios de los ochenta del siglo xx, lo
que hoy se conoce como matematicas financieras no era una disciplina de
interés para la mayoria de los departamentos de matematicas en el mundo.
Mucho menos lo era, por ejemplo, la teoria de productos derivados, la cual era
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vista como un area carente de rigor y muy lejos de los temas relevantes de
entonces: topologia algebraica, geometria diferencial, analisis funcional, va-
riable compleja, algebra moderna, etc. La situacion actual es muy distinta,
casi todos los departamentos de matematicas en el mundo tienen un area de
matematicas financieras e incluso un programa de postgrado en matematicas
financieras.

La teoria de la probabilidad atraveso por una situacion similar a las mate-
maticas financieras. Al respecto, Kiyosi Itd (1915-), uno de los matematicos
mas destacados del siglo xx y progenitor del calculo estocastico, relata como
nacio su interés por la probabilidad:®

*Desde que inicié mis estudios en matematicas (a principios de la década de los treinta) me
atraia mucho la idea de descubrir las leyes estadisticas que residian en los fendmenos
aleatorios. Yo sabia que la teoria de la probabilidad era el medio para describir dichos
fendmenos y, por lo tanto, me aboqué a ella. En aquella época, pocos matematicos veian a
la probabilidad como una disciplina con rigor matematico. Cuando era estudiante, habia
pocos investigadores en probabilidad, entre ellos Andrei Kolmogorov de Rusia y Paul
Lévy de Francia™.

5. DE ROBERT BROWN A LOUIS BACHELIER. BREVE RESENA
HISTORICA DEL MOVIMIENTO BROWNIANO

En 1827, el botanico escocés Robert Brown (1773-1858), mientras examinaba
particulas de polen en el microscopio, observo que cuando estas se encontraban
suspendidas en agua se movian sin cesar en forma erratica. En un principio,
Brown pensé que las particulas tenian movimiento propio e incluso vida. Debi-
do a lo atractivo del tema, las investigaciones en el area se multiplicaron y pron-
to, lamentablemente para Brown, aparecio evidencia en contra de su teoria. El
fenomeno se asocio no solo con particulas de polen, sino también con particulas
de materia inorganica como polvo fino de algunos minerales. En 1829, dos afios

* 1to, K. (1998), My Sixty Years in Studies of Probability Theory. Speech of the Kyoto Prize in Basic
Sciences.
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después de su descubrimiento, Robert Brown se retracta de su teoria sobre parti-
culas vivas con movimiento propio expresando que: “...desconozco lo que causa
que particulas muy pequeiias de materia solida, organica o inorganica, suspendi-
das en agua, o en otros liquidos, exhiban movimientos irregulares™. Las investi-
gaciones entonces se dirigieron a causas muy diversas: la atraccion y repulsion
entre particulas suspendidas, la inestabilidad del equilibrio del liquido en el quc
las particulas se encontraban suspendidas, la accion capilar de las particulas e,
incluso, la presencia de burbujas mintsculas en el liquido o en las particulas. Sin
embargo, muchas de estas posibilidades fueron rechazadas casi de inmediato y

muchas otras aparecieron sin buenos resultados.

6. DE ROBERT BROWN A ALBERT EINSTEIN

Durante casi dos siglos no se produjo una explicacion satisfactoria de lo que cau-
saba el movimiento Browniano. No fue sino hasta principios del siglo xx cuando se
demostro que el movimiento irregular de las particulas de polen se debia al golpeteo
aleatorio de las moléculas invisibles de agua sobre las particulas de polen.

En 1905, el fisico judio-aleman Albert Einstein (1879-1955), escribe tres
articulos seminales en fisica sobre el efecto fotoeléctrico, la relatividad espe-
cial y la mecénica estadistica. Por el primero, la Academia Sueca le otorg6 el
premio Nobel en 1921, por el segundo obtuvo el reconocimiento de unificar la
mecanica clasica con la electrodinamica y por el tercero la satisfaccion de
haber resuelto un problema que llevaba casi dos siglos sin respuesta: el movi-
miento Browniano. Einstein proporciono la explicacion y formulacion matema-
tica del movimiento Browniano, de la cual se deriva que la dispersion promedio
del desplazamiento de una particula suspendida en un liquido es proporcional a
la raiz cuadrada del tiempo. Bachelier se anticipo a Einstein con una formula-
ci6on matematica del movimiento Browniano, tan elegante como la de Einstein,
abordando un problema completamente diferente al del movimiento erratico de

particulas de polen suspendidas en agua.
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7. PAUL SAMUELSON Y LOUIS BACHELIER
(EL REENCUENTRO DE LAS ESTRELLAS)

Una de las limitaciones mas importantes del trabajo de Bachelier es que los
precios de los activos pueden tomar valores negativos. Este inconveniente es
enmendado por Paul (Anthony) Samuelson hasta 1965. De hecho, Paul
Samuelson® a través de su trabajo sobre la valuacion de warrants'® da a cono-
cer la investigacion de Bachelier. Alrededor de 1960, Samuelson, en una visita
a la Sorbonne, lee la tesis de Bachelier y este acontecimiento influye de mane-
ra fundamental en su trabajo posterior sobre precios de opciones.

En 1965, Paul Samuelson publica su articulo “Rational Theory of Warrant
Prices”, en donde se introduce el concepto de movimiento econdémico
Browniano, lo que en la actualidad se conoce como movimiento geométrico
Browniano. Cuando Samuelson resuelve el problema de Bachelier, eliminan-
do la posibilidad de que un activo tenga precios negativos, se crean nuevos
inconvenientes con la aparicion de parametros desconocidos. En el articulo de
Samuelson, en donde el precio del activo subyacente es conducido por el mo-
vimiento geométrico Browniano y el precio de la opcién se calcula como el
valor presente de la esperanza del pago al vencimiento, el valor de la opcion
depende de dos parametros desconocidos. El primer parametro es el rendi-
miento medio esperado del subyacente, el cual es un parametro de tendencia
relacionado con las preferencias al riesgo de los agentes. El segundo, es el
rendimiento que pagan las opciones que se utiliza para traer a valor presente el
pago esperado de la opcion al vencimiento.

* Premio Nobel de economia en 1970. El trabajo de Paul Samuelson es considerado crucial para el
desarrollo de la teoria economica moderna. En su obra “Foundations of Economic Analysis”,
publicada en 1947, establece la formulacion matematica de muchos de los conceptos esenciales
de la disciplina econémica. A partir de su trabajo, la matematica ha sido el medio para que la
teoria econémica pueda expresarse.

Un warrant es un contrato de opcion que emite una empresa y que otorga el derecho de comprar
sus acciones a un precio preestablecido y dentro de un plazo determinado. Cuando el warrant se
acompafa de la emision de un bono, el contrato otorga el derecho de convertir el bono en
acciones. Los warrants tienen vencimientos que oscilan, usualmente, entre 2 y 12 afios.

10



18 FrANCISCO VENEGAS MARTINEZ

8. ROBERT MERTON, FISCHER BLACK Y MYRON SCHOLES
(LA FORMULA PERFECTA)

En 1973, Fischer Black y Myron Scholes publicaron su articulo “The Pricing of
Options and Corporate Liabilities” en el Journal of Political Economy. Posi-
blemente, la seleccion del Journal fue poco afortunada o inadecuada para el
titulo del trabajo. La investigacidon estuvo en proceso de dictaminacion por
dicho Journal durante casi dos afos. Robert Merton, Eugene Fama y Merton
Miller ya habian revisado el trabajo de Black y Scholes y amparaban la rele-
vancia del mismo. Bajo el supuesto de equilibrio general, Black y Scholes
obtuvieron una formula para valuar una opcién europea sobre una accion que
no paga dividendos, y cuyo precio es conducido por un movimiento geométri-
co Browniano. Los inconvenientes del articulo de Samuelson fueron entonces
corregidos, ya no hay parametros desconocidos en el precio de la opcion vy,
mas importante ain, no surgieron limitaciones adicionales. La féormula per-
fecta se habia encontrado. En el mismo articulo, Black y Scholes proporcio-
nan una derivacion alternativa de su féormula de valuacién empleando el CAPM
(Capital Asset Pricing Model).

En su articulo, Black y Scholes obtienen una ecuacion diferencial parcial
de segundo orden, parabdlica y lineal, cuya solucion es el precio de una op-
cion europea cuando la condicion final es el valor intrinseco de la opcidn. En
la investigacion de Black y Scholes, esta ecuacion diferencial parcial es trans-
formada en la ecuacion de difusion de calor, la cual tiene soluciones explici-
tas. Desde entonces, la ecuacion diferencial parcial de Black y Scholes ha
sido muy popular, pues representa la base para valuar muchos y muy diver-
sos productos derivados, ya que para diferentes condiciones de frontera, sus
soluciones representan los precios de muchos productos derivados disponi-
bles en el mercado.

Sin duda, es también importante destacar el articulo de Robert Merton,
“Theory of Rational Option Pricing” publicado en 1973 en el Bell Journal of
Economics and Management Science, en donde se obtienen resultados si-
milares a los de Black y Scholes y varias extensiones. Merton continu6 su
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trabajo sobre valuacion de opciones en una serie de articulos verdaderamen-
te impresionantes.

Por sus excepcionales contribuciones a lo que hoy se conoce como mate-
maticas financieras en tiempo continuo, Robert Merton y Myron Scholes se
hicieron acreedores al premio Nobel en 1997. Tristemente, para entonces
Fischer Black tenia dos afios de fallecido. En consideracion a las contribucio-
nes de Merton, el modelo Black y Scholes, bien podria llamarse de Black,
Merton y Scholes. Es también justo mencionar que Robert Merton y Fischer
Black se han distinguido por la cantidad y calidad de sus contribuciones tanto
a las finanzas como a la economia.

A continuacion se revisan, en cierto detalle, las investigaciones de Bachelier,
Samuelson, Black, Scholes y Merton. Con el propésito de que el lector pueda
seguir el proceso evolutivo de las ideas y formulaciones, se simplifican algunos
supuestos y se utiliza la notacion convencional moderna. La notacién empleada
por Bachelier en ocasiones es complicada y dificil de seguir.

9. LA TESIS DE BACHELIER

La primera parte de su tesis contiene una descripcion de los productos derivados
disponibles en el mercado francés en su tiempo, tales como contratos forward y
opciones. Posteriormente, desarrolla un modelo probabilista del movimiento del
precio de un activo y establece el principio de valuacion de que la “esperanza
condicional de la ganancia del especulador es cero”. El término condicional se
refiere a que la informacion actual es tomada como dada. Implicitamente,
Bachelier, acepta en este principio que el mercado valua activos utilizando
martingalas. Asimismo, establece que el precio evoluciona como un proceso de
Markov homogéneo en el tiempo. También, muestra que la funcion de densidad
asociada a este proceso satisface la condicion actualmente conocida como ecuacion
Chapman-Kolmogorov, y verifica que la densidad Gaussiana con varianza cre-
ciente linealmente en el tiempo es solucion de esta ecuacion. No discute la uni-
cidad, pero da algunos argumentos para confirmar su conclusion. Es importante
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destacar que Bachelier muestra que la familia de funciones de densidad asocia-
das al proceso que conduce el precio satisface la ecuacion de calor. Por Gltimo,
el modelo probabilista que describe el movimiento del precio de un activo es
aplicado para valuar varios tipos de opciones (francesas) cuyas primas se pagan
al vencimiento.'" El razonamiento de Bachelier no es muy riguroso, pero sus
argumentos intuitivos son excelentes y, basicamente, correctos.

9.1 LEY DE LA PROBABILIDAD DEL PRECIO DE UN ACTIVO

En esta seccidn se presenta el modelo probabilista desarrollado por Bachelier
para estudiar la dinamica estocastica del precio de un activo. Para ello, se
utiliza la notacion convencional moderna.

Sea S, el precio de un activo en el tiempo 7, > 0. Suponga que S, es una
variable aleatoria definida sobre un espacio fijo de probabilidad (€2, . P). Asimis-
mo, suponga que S, , tiene una funcién de densidad condicional fy (S | S, ),
entonces la probabilidad de que en el tiempo 7, el precio del activo, S, se en-
cuentre en el intervalo [s, s+ ds], dado S, se puede escribir como

% +ds
P{S <S§,<s+ds| So}: _[ fS,l[S,, (u | S, h” = fs‘,lm, (S | S, )ds T O(ds)s (1)

donde o(ds)/ds — 0 cuando ds — 0. En lo que sigue, es conveniente denotar la
cantidad fS,.IS(, (SISO)dS mediante p(s,lI |S0,O)ds. Asi,

P{s <S8, <s+ds|S, |~ p(s.t, | S,,0)ds . )

I Este tipo de opciones no debe confundirse con las opciones parisinas (o parisienses), las cuales
son esencialmente una combinacion entre las opciones con barreras y las asiaticas. Las opciones
parisinas tienen caracteristicas predominantes de las opciones con barreras, a que pueden activarse
o desactivarse (surgir o extinguirse) cuando el subyacente alcanza una barrera preestablecida.
La caracteristica que las opciones parisinas comparten con las opciones asiaticas es que el
subyacente es un valor extremo (méximo o minimo) del precio de un activo, el cual ademas debe
permanecer fuera o dentro de la barrera por un tiempo predeterminado. Hubiera sido realmente
sorprendente, e impresionante, que Bachelier estudiara este tipo de opciones.
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De la misma manera,

Plu<S,+s<u+dulS, =5}
=Plu-s<S,<u-s+dul|S, = 5}

(3)
= fs,“,ﬂs(, (u | S, )du + O(du)'
Si se denota fg (]S,) por plut, +1t, | s.1, Mu, se tiene que
P{uSS,Z+s£u+du|S,]}zp(u,t1 +I; | 5,2, )du. (4)

De esta manera, la probabilidad condicional de que S, .  se encuentre en [u+ du],
dado S, se calcula como

P{u<s,,,<u+dul|S,}
= .[RP{uSS,2 +s<u+du|S, =sP{s<S, SS+dS|SO}. ©)

9.2 ECUACION DE CHAPMAN-KOLMOGOROV

En virtud de (2) y (4), y bajo el supuesto de que los errores de aproximacién
son despreciables, la ecuacion (5) puede escribirse como

p(u>tl +1, |S0>O): pr(u’tl +1t, | 5,8, )p(s’ll |S070)d5- (6)

La expresion anterior es conocida como ecuacion de Chapman-Kolmogorov
(para el caso continuo). La Gnica funcion que satisface (5) esta dada por

plu,t +h|s,h)=g(t)e ™0 ™
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donde g(-) es una funcion del tiempo por determinar. Observe que

Eop(u,t +h| s,h)du = f q(t)e”"’(’)z(""")2 du =1,

En particular, '

pls:t,185,0)= gl Jo 00T, ®

Observe que si s = 0, se tiene que p(u,tI +1, | 8,1, )= q(t, )

De la misma forma,

0.1 +1, | 5.0,) =gty )e ™0 ®)

A continuacion se verifica que (7) satisface (6). Observe primero que, a partir
de (8) y (9), se tiene que

p(u, f+1, ]S, >O) = J: q(tz )ekm/(’z ) (=) C](l’| )eVHI(I])) (u=s)? ds,

— (1, )4, )e—n[q(rz Futvqln 53] f oMot gl P W alate Fusat s bl g, (1O)

Si se define el cambio de variable

R +qle,)? - gltp)'u+q(t, ) S, ,

w=syql,
gl f +q(t,f

2 Bachelier, por simplicidad, supone S,=0.
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entonces,

pluty +15 ] 50.0)

_ q(’1)‘l(’z) exo) — 2lole. Pu? + ale. P52 +7f[‘1(’2)2”+‘l(’1)zsor
Jq(t1)2+q(12)2 P{ [‘1(2) ‘7(1) So] q(t1)2+q(t2)2 }

dado que _[ve_’""2 dw=1.

En consecuencia,

pluty +1,15,.0)= g(t.)a(15) ) exp{— 7- E/(’;Z)zq(fz): (- S, )2} )

g, +4(i)°
Por otro lado, en virtud de (7), se obtiene que
plu,t, +1,18,,0)=glt, +1, )™ ) (=) (12)

Asi,

2( ) (13)

Si se igualan las derivadas parciales de (12) con respecto de £, y 7,, es decir

aqz(ll +t2)_ aqz(tl +[2)
oo, o,
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entonces, se satisface

q q
; = . 14
20 70) L)

En otras palabras, el cociente ¢q’(1)/g(1) es independiente de ¢, es decir, es
independiente del tiempo. Asi, g '(f)/q°(t) = a =constante. La solucién de esta
ecuacion diferencial esta dada por

b
q(t)=—=, (15)

t

donde b es una constante positiva. Si se redefine b como ? = Por

1) \u—-s 2 1 B - ?
At h1sR) =g T - Log L

Si se toma en cuenta que p(S,t +h| S,,,h) = fsis, (S | S,,), se tiene que

27 2t a7

Fo1s,6150) = plont 150.0) - JLeXp{'(“—Sof }

Esta es la funcion de densidad que obtuvo Bachelier para el precio de un acti-
vo financiero con S, = 0. Por ultimo, observe que la ecuacion de Chapman-
Kolmogorov se puede escribir, en forma alternativa, como

fs,,+,2|S(, (s ' So): J: fs,.*,zwl, (5 l Sll)f%‘,,iS(, (S/I | Sy )dSn- (18)
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Joseph Fourier (1768-1830), de nacionalidad francesa, fue el primero en desa-
rrollar la teoria de conduccion del calor. La ecuacion de difusion de calor, o
simplemente la ecuacion de calor, es una ecuacion diferencial parcial de se-
gundo orden con soluciones explicitas. Estas soluciones describen como se
difunde, al transcurrir el tiempo, el calor en una varilla de longitud infinita des-

9.3 ECUACION DE FOURIER

pués de que ha sido calentada en un tiempo inicial.

Con el propoésito de obtener la ecuacion de difusion de calor que obtuvo
Bachelier, los argumentos originales de su tesis se simplifican. Considere la

ecuacion (16)

se tiene que

Por lo tanto,

plu,t]50)= '/21_7” exp{;(ilz_l—s)—z}.

2‘?_ = 1(.(}_;_5)_2 _ l}p(u,l | .S‘,O)

ot 2 2

(19)

(20)

21

(22)
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Si se define P(u,1)= f p(u,t|5,0)ds, también se cumple, trivialmente, que

P 2
28—=6—P, -0 <Y < D, t>0. (23)
o ou?

Evidentemente, si se hace el cambio de variable 7 = 21,

pls2v| u0)= J;?exp{;—:( —u)z}

y se escribe

V)= [ pla2e |50, e
se sigue que
2
a_V____Q_V, —0 <Y <o, r>0. (25)
or 05

Las ecuaciones (22), (23) y (25) tienen el formato de la ecuacidn diferencial
parcial de Fourier ¢>0¢/0f = 0*¢/0u’ donde c es una constante. En particu-
lar, (25) es conocida como la ecuacion de difusion de calor si ademas se impo-
ne como restriccion V(u,O) =1].

9.4 PROCESOS MARKOVIANOS

Un proceso estocastico es llamado Markoviano si la distribucién de probabili-
dad de un estado futuro sélo depende de la informacion actual y no de la ante-
rior. Si se define la variable aleatoria A®S =S§

tiene que la distribucion de A”’S solo depende de la informacion disponible en

—§,, con h> 0 arbitrario, se



DE BACHELIER A MERTON: 100 ANOS DEL MOVIMIENTO BROWNIANO EN ECONOMIA Y FINANZAS 27

el tiempo A, es decir, sélo depende del valor de S, y no de valores anteriores S .,
m < h. Esto significa que A”S es un proceso Markoviano.

9.5 PROCESOS HOMOGENEOS EN EL TIEMPO

Observe que, a partir de (16), para cualquier 2> 0, se cumple la propiedad

. 1 —(u—-s)P
plut+h|s,h)= plu,]50)= Jz—mexp{%} (26)

Si se define ahora la variable aleatoria ANS = S,.,—S,, con h> 0 arbitrario,
se tiene, a partir de (26), que A"y A™S tienen la misma distribucién N(0, ).
Es decir, la distribucion de A™S sélo depende de la diferencia entre t+4 y h.
Si se denota x = y — 5, entonces

1 W2
plx,1]10,0)= J2_mexp{ ; }

Generalmente, si 2y m son nimeros no negativos arbitrarios, entonces A™S 'y
A™S tienen la misma distribucidn.

9.6 MARTINGALAS
Uno de los conceptos mas importantes en el estudio de los mercados financieros es

el de mercados eficientes, los cuales se definen a través de los procesos martingalas.
Observe que en virtud de la condicion E[S,m — B lS,, ] =0, se tiene que

E[Sm. lSh ] =S,. 27)
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Es decir, el mejor pronéstico de S ,,, dado que su valor actual es S, es justa-

mente S,. Un proceso estocastico, (S),_, que satisface (27) para todo ¢, h>0

1>0
es llamado una martingala.

9.7 MOVIMIENTO BROWNIANO

El movimiento Browniano, asi como sus aspectos tedricos y practicos, es obje-
to de numerosos estudios en muchas y muy diversas areas de las matematicas
financieras. Sin lugar a dudas, el movimiento Browniano se encuentra implicita
o explicitamente en casi toda la teoria financiera en tiempo continuo. Para ser
mas precisos el movimiento Browniano ocupa el 99% en la teoria de valuacion
de portafolios y productos derivados en tiempo continuo; el 1% restante se
refiere a detalles sin importancia.

El antecedente de lo que, actualmente, se conoce como movimiento
Browniano se encuentra en el trabajo de Bachelier (1900) y anteriormente en
el de Jules Regnault (1863). Considere de nuevo la funcién de densidad que
obtuvo Bachelier, incluyendo un parametro de volatilidad o, para el precio de
un activo financiero:

1 —5°
sia NS Sa )= ex : t >0,
f.»,|.so(l o) s p{2o_2t} (28)

con S, = 0. Observe que lo anterior es equivalente a escribir S ~ N(0, ot). Si se
define W ~ N(0, 1), entonces se puede escribir S, = o W,. En este caso, si £ = 0,
entonces W = 0. Si ahora se define A”S =S S yA"W =W _ W, h>0,

se sigue que

AMS =o AW (29)

/
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Por altimo, observe que si los cambios son infinitesimales, la ecuacion (29)
puede ser reemplazada por

dS, =odW,, dW, ~N(0,dr), (30)

lo cual es mas acorde con la notacion moderna.

9.8 VALUACION DE OPCIONES (FRANCESAS)

En esta seccion se emplea el modelo probabilista del precio de un activo
para valuar un tipo especial de opciones, las opciones francesas, cuya prima
se paga al vencimiento.

Una opcion (financiera) de compra, o contrato de opcién de com-
pra, es un acuerdo entre dos partes que obliga (legalmente) a una de las
partes a vender un activo financiero, mientras que a la contraparte le
otorga el derecho, mas no la obligacion, de comprar dicho activo a un
precio preestablecido en una fecha futura. Se supone que la compra-
venta solo se puede llevar a cabo en la fecha de vencimiento. Se acos-
tumbra decir que el comprador toma una posicion larga y el vendedor
una posicion corta.

Suponga que el contrato de opcién se establece al tiempo ¢ (el pre-
sente) y que la compra-venta del activo a un precio predeterminado, K, se
lleva a cabo en una fecha futura, 7. El precio pactado, K, es llamado pre-
cio de ejercicio (de la opcion). En este caso, es importante mencionar
que en el momento en que se celebra el contrato, no se paga la prima (o
precio del derecho) sino hasta el vencimiento. Un agente, con expectati-
vas a la alza, que piensa que el precio del activo aumentar4, puede espe-
cular tomando una posicion larga en un contrato de opcién sobre dicho
activo. Sea S, el precio del activo financiero en la fecha de vencimiento.
Si S, < K, entonces la posicion larga no ejerce la opcién de compra. Mien-
tras que si §, > K, la posicion larga ejerce la opcién obteniendo una ga-
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nancia S, - K. En cualquier caso se paga la prima C. El principio que
establece Bachelier para valuar la opcion es que la esperanza de la ga-
nancia del especulador (la posicion larga) es cero,' es decir,

[;_Cfgyl&. (S I So)ds+ f(S—K —C)f.s'.,|.s;, (S ' So)ds =0, (€2))

donde

1 —(z-8,F
fs.,|.s'°(S|So): exp (S 0)

,/5770’ 20%t

Se ha introducido el parametro de volatilidad o para darle, al planteamiento de
Bachelier, un pequeio toque de modernidad. La ecuacién (31) conduce a

C= J:(s - K)fs., IS (S | So )ds
= Esfs., 15, (1S s — KPS, > K}
- J:sf\‘/ o (5150)ds - Ka(- K1oT)

donde ®(-) es la funcion de distribucion acumulada de una variable normal

estandar. Evidentemente, ®( - K loJT ) es la probabilidad de ejercer la opcion.

'3 John Maynard Keynes, 30 anos después, cn su libro Treatise on Money (1930), analiza una
situacion similar a la de Bachelier, para un productor-especulador que toma una posicion larga en
un contrato forward. Keynes establece que si la oferta de un bien es igual a su demanda, entonces
el precio de contado, S, tiene que ser mayor que el precio forward, K, ya que la diferencia, S, -K.
tiene que compensar el riesgo por fluctuaciones en el precio durante el periodo de produccién
(situacion que se conoce como “normal backwardation™). Si S, es una variable aleatoria y el
productor-especulador toma una posicion larga en un contrato forward la esperanza de la ganancia

del productor-especulador es cero, es decir, E[S, - K| S,]=0. lo cual implica que, en equilibrio.
K=E[S,|5,).
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Por supuesto, si la prima tuviera que pagarse en el momento en que se inicia el

contrato, el precio, ¢, estaria dado por
c=e"" _[: fs,15, (5 | So s —e™” KcD(— Klo't ) (33)

donde r es una tasa de interés constante y libre de riesgo. Observe que la
ecuacion (33) es independiente de parametros relacionados con las preferen-
cias al riesgo de los agentes que participan en el mercado. Por otro lado, el
rendimiento medio esperado de cualquier activo, incluyendo la opcion, es la
tasa de interés libre de riesgo, r, es decir, los agentes son neutrales al riesgo.
Por esta razon, el precio de la opcion se descuenta a la tasa r.

10. ALBERT EINSTEIN Y EL MOVIMIENTO IRREGULAR DE UNA
PARTICULA SUSPENDIDA EN UN LIQUIDO Y SU RELACION CON
LA ECUACION DE DIFUSION DE CALOR

En esta seccion se presentan las ideas principales del trabajo de Albert Einstein'*
sobre el movimiento irregular de una particula suspendida en un liquido y su
relacion con la ecuacion de difusion de calor .

Considere una particula suspendida en un liquido estacionario. Se supone
que los movimientos de la particula en intervalos diferentes de tiempo son pro-
cesos independientes. En lo que sigue, el movimiento de la particula se referira
a un sistema de coordenadas cuyo origen coincide con la posicion S, = 0 del
centro de gravedad de la particula en cuestion, al tiempo 0. Suponga que la

'* Albert Einstein (1879-1955), Premio Nobel de fisicaen 1921. En 1905 escribe su ensayo “On the
movement of small particles suspended in a stationary liquid demanded by the molecular kinetic
theory of heat™ (Uber die von der molekularkinetischen theorie der warme geforderte bewegung
von in ruhenden flussigkeiten suspendierten teilchen). En esta investigacion Einstein mucstra
que la distribucion normal, con varianza creciente linealmente en el tiempo. conduce los
movimientos de una particula suspendida en un liquido homogéneo y estacionario
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posicion S, de la particula en el tiempo ¢ > 0, es una variable aleatoria que
puede tomar valores positivos o negativos con una funcion de densidad de
probabilidad tal que

(D(S’O)E p(s,t ‘ O’O): fs,m‘,, (S | So) (34)

®(5,0) = D(- 5,0).
Obviamente, [;CD(S,O)dS =1.

Observe que en el planteamiento de Einstein se esta utilizando la misma nota-
cion que se utilizo para exhibir el trabajo de Bachelier a fin de comparar los
modelos de ambos. Si S, es la posicion de la particula en el tiempo ¢ + h, se
sigue que

(D(u,t + h)du =du qu)(” - s,t)CD(s,O)ds, (35)

donde (D(u,t+h)= p(u,t+h | 0,0) y CD(u —S,t)z p(u,t +h| s,t);y,

ahora bien, si /& es pequeiia, se tiene que

q)(u,z + h) ~ (D(u,l)+ h 6d)’(\u,t)- (36)
ot

Ademas, expandiendo CD(u - s,t) en potencias de — s, se sigue que

ad>(u,t)+ls2 azcb(u,t)_

@(u—s,t)=<D(u,l)—s r > P

(37
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Si se sustituyen (36) y (37) en (35) y se desprecian los errores de aproxima-

cion, se puede escribir que

( ) fwszCD(s,O)ds. (38)

ll

)+ 12280 _ () [ ofs0s +1 T2

ol

Ahora bien, dado que r CD(S,O)ds =1, la ecuacion (38) satisface

a(D(u,t) B 1 82(I)(u,t) 2
h % 3 g fws ®(s,0)ds.

Si se define
% fmSZ(D(S,O)dS =D

se obtiene

o®(u,t) 7 D(u,)
=D ,
ot or?

(39

Esta es la ecuacion diferencial de difusion de calor. La constante D en (39) es
conocida como el coeficiente de difusion. Por tltimo, si se imponen las condi-
ciones:

®(,0)=0 y [; D(u, 1 )du = 1.
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la solucién de (39) es

1 —u
(D(u,t)= 4_Dt_e 2141y 40)
Jar

Por ultimo, observe que si se redefine D = ¢%/2, la ecuacion anterior se trans-
forma en

@ 1 —_
()= p(u,1]10,0) = o 120%
21t o 41)

11. EL MODELO DE SAMUELSON PARA VALUAR OPCIONES
EUROPEAS

En 1965, Paul Samuelson publica su articulo “Rational Theory of Warrant Prices”
en el Industrial Managament Review. El supuesto principal de su investiga-
cion es que el precio del activo subyacente es conducido por el movimiento
geométrico Browniano, lo cual impide que el precio del activo subyacente
tome valores negativos.

Suponga que la dinamica estocastica del precio del activo subyacente es
conducida por un proceso de la forma

dS, =aS,df + oS, dW,, dW, ~ N(0,dr), (42)

donde o> 0 (agentes adversos al riesgo) es el rendimiento medio esperado del
activoy o> 0 es la volatilidad instantanea. En este caso, se puede mostrar que
la funcion de densidad de S, , dado S, esta dada por:

2
In| = |- a—laz T
1 So 2

@ (5] So)z—1 exp{——

8715 '27[7‘03' 2 o_ff (43)
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Es decir, S, /S, tiene una distribuciéon lognormal con media (a-Y%20H)T' y
varianza ¢°T; In(S, /S,) ~ N((a-%0°)T, o’T). Es decir, S, es conocido en un
sentido probabilista.

Es importante destacar que la distribucion lognormal satisface la ecuacion
de Chapman-Kolmogorov

£ 6180)= [ £ (518,12, (S, 15,8, (44)

Asimismo, es facil verificar que

E[S; 18,]= [ o, (518, )ds = See". (45)

Con un razonamiento similar al de (33), el precio de una opcién europea de

compra con vencimiento en 7, ¢(S,, T; a /), esta dado por

0’

o(Sy.Ts. B)=e" [ max(s - K.0)/% (s] S, )ds
= [(s— K)f (518, )ds
= [of {0 (1S, s - Ke "' P{S, 2K} )
= 1,515, s - Ke (),

donde Ses el rendimiento que pagan las opciones, ®(+) es la funcién de distri-
bucion acumulada de una variable normal estandar y

ln(%) - (a —10'2 jT
d = 2

20
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Se supone que > a> 0. La notacidn del pago de la opcidn al vencimiento
“max(s— K, 0)” utilizada actualmente, fue introducida por Samuelson. Ob-
serve que la formula (46) depende de dos parametros desconocidos, a saber, o
y B. El parametro « es el rendimiento medio esperado del subyacente, el cual
es un parametro de tendencia relacionado con las preferencias al riesgo de los
agentes. El parametro fJes el rendimiento que pagan las opciones que se utiliza
para traer a valor presente el pago esperado de la opcion al vencimiento. Una
forma alternativa de escribir (46) es

(So.Tst f) =" [ (5= K) £ (s, s
= [(s= KA (518, s = [ (s = K)A (1S, s
= (Sye™ —K)+ e-‘”(KP{S,. <K}- f o lsls )ds)
= Soe " —Ke 4o K(1-0(d)- [ 55 (518 s )

=So€(“_”)"—Ke_m?@_m(f@(—d) [ srin (SIV)dS) 7)

Observe que si, en particular, & = /3, entonces

c(SO,T;a',ﬂ) =S, — Ke ™ + Ke_aTCD(— d)—e_a/' fs s(a])s (s] S, )ds
=5y - [ () (515, s - ke 0(a)

= o [[51,(61 5, s - ke () )
= 5o®ld + VT )~ ke ()
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11.1 EL MODELO DE SAMUELSON DE VALUACION DE
OPCIONES PERPETUAS

Una opcidn perpetua es aquella para la cual 77 — 1. Observe que

lim ®(d)=0 vy limd)(d+aﬁ):1;

I'>®» )

en cuyo caso, en virtud de (48), el precio de la opcion perpetua c(S,, « , a, f) =S,
En el caso general, cuando £ > a, Samuelson proporciona la siguiente férmula exac-
ta para el precio de una opcion perpetua

_qy1
o(So.ra )= L sy,
}//

(49)

donde

)l ()

Por ultimo, si se selecciona o = ¢*/2, se tiene que y = ,/ﬁ/a

Q

12. EL MODELO DE FISHER BLACK Y MYRON SCHOLES

A principios de la década de los setenta, Fisher Black y Myron Scholes publi-
caron su articulo “The Pricing of Options and Corporate Liabilities”. En su
investigacion, bajo condiciones de equilibrio (condiciones de no arbitraje),

desarrollaron un modelo para valuar opciones europeas sobre una accion que
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no paga dividendos y cuya dinamica es conducida por el movimiento geométri-
co Browniano, como en el modelo de Samuelson. Los parametros desconoci-
dos a y [, considerados en el trabajo de Samuelson, ya no aparecen en el
precio de la opcion. En este mismo articulo, Black y Scholes proporcionan una
derivacion alternativa de su formula de valuacion empleando el CAPM (Capi-
tal Asset Pricing Model).

Black y Scholes obtienen una ecuacion diferencial parcial de segundo or-
den (parabdlica) y lineal, cuya solucién es el precio de una opcién europea. La
condicion final es el valor intrinseco del instrumento. Esta ecuacion es muy
popular y representa la base para valuar muchos y muy diversos productos
derivados ya que, para diferentes condiciones de frontera, sus soluciones re-
presentan los precios de los distintos derivados financieros que se encuentran
disponibles en el mercado.

Los supuestos basicos (o condiciones ideales de los mercados de acciones
y opciones) del modelo de Black y Scholes son:

i) el activo subyacente es una accion que no paga dividendos durante la vida del
contrato;
ii) el precio del activo subyacente es conducido por el movimiento geométrico
Browniano, es decir, el precio es lognormal;
iif) la volatilidad del precio el activo subyacente se mantiene constante a través
del tiempo;
iv) las ventas en corto del subyacente en cuestion son permitidas;
v) elmercado del subyacente es liquido y divisible, es decir, el subyacente siempre
se puede comprar y vender en cualquier fraccion de unidad;
vi) no hay costos de transaccion (comisiones e impuestos);

vii) El mercado opera en forma continua;

viii) existe un mercado de crédito y un sistema bancario en los que los agentes
pueden prestar y pedir prestado a una tasa de interés constante para todos los
plazos, y libre de riesgo (tasa de interés pasiva igual a la activa); y

ix) los mercados estan en equilibrio, es decir, no existen oportunidades de

arbitraje libres de riesgo.
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Bajo estos supuestos, el precio de la opcion dependera solo del precio de la
accion, del tiempo de vencimiento y de un conjunto de parametros conocidos y
constantes. Asimismo, con base en los supuestos anteriores, es posible crear
una estrategia de cobertura (dinamica) consistente en una posicion larga en la
accion y una posicion corta en la opcion. El valor de una opcion europea de
compra es, claramente, funcion de los diferentes parametros que intervienen
en los términos del contrato, tales como: el precio de ejercicio, K, la fecha de
vencimiento, 7, el precio de contado de la accion en el momento en que se
establece el contrato, S, la volatilidad, o, y la tasa de interés, r. Por lo ante-
rior, el precio de la opcion se puede escribir como

e=clS, K T a,r).

En lo que sigue, no se hara mencion explicita a los parametros 7, K, r y o,
excepto cuando sea necesario. Es decir, el valor de la opcion se denotara sim-
plemente como ¢ = ¢(S, 1).

Suponga que la dinamica del precio del activo subyacente es conducida
por un proceso de la forma

dS, = uSdt+ o SAW,  dW~N(O, do), (50)

donde u y o> 0 son, respectivamente, el rendimiento medio esperado y la
volatilidad instantanea del activo. Considere ahora un portafolio con w; unida-
des del activo subyacente de precio S,y w, unidades de una opcion de com-
pra sobre el subyacente de precio (S, 1).

Si I1 denota el valor actual del portafolio, entonces

[1=wS+w,c(S, 0. (51)

El cambio en el valor del portafolio, durante el instante dz, debido a fluctuacio-

nes propias del mercado, esta dado por

d[] =wdS +w,dc. (52)
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Si, en particular, se eligen w =1y

1
e (53)
a5,
se sigue que
1
d[],=dS éc de. (54)
as,

A continuacion, se muestra que la seleccion anterior de w, y w, diversifica
(elimina) completamente el riesgo de mercado. Observe también que, como S|
cambia con el tiempo, el nimero de opciones en la posicion corta también
cambia con el tiempo, lo que hace que la cobertura sea dinamica. Si se expan-
de dc en serie de Taylor hasta términos de segundo orden se tiene que'”

oc oc 202 0°

do= = dS+ = dr+ 20282 — 4 55
€= as, Wt T 2T T a2 A (52}

Si se sustituye la ecuacion (55) en (54), se obtiene que el cambio en el valor del

portafolio es

2
i z+1ﬁgzs,zJ
dr (56)

'S En este caso, se aplica la propiedad d W,2 = dr, la cual sera justificada en un capitulo posterior.
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Como el rendimiento del portafolio es conocido, éste tiene que ser igual a rdz,
en condiciones de equilibrio. Por lo tanto,

oc dz. (57)

Después de igualar las ecuaciones (56) y (57), se tiene que

oc oc 1 242 d%c
=i _— AR
as, ~rerSt s, "2 7 as? 5
junto con la condicidn final
c(S,, 1) =max(S, - K, 0). (59)

Con el proposito de resolver la ecuacion diferencial parcial anterior, Black y
Scholes proponen la siguiente sustitucion:

o«S.0= B{t,T)Gu(S,,7).7), (60)
donde
B(t,T)=e"V"",
2 2 [
u=u(S, 1) —7(/ ~e )lnL—]+r
o
y
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Si se calculan las derivadas parciales que aparecen en la ecuacion diferencial
parcial (58), se tiene que

%5052 2o 407 f - 822 2o - 402

t ou

)
8, ou\g?) 2 s

8% oG ( 2 1 %G ( 2 \? 1
AR CA P B ) B LCA=4 By ) R ) L
os? au(cfz)(’ 3o’) (JZM 29 ) g2

Después de sustituir las derivadas parciales anteriores en la ecuacion (58), se
tiene que

Dado que rc = rBG, la ecuacion anterior se simplifica de la siguiente manera

ETEN T E N VR

Ou
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De esta manera la condicion final de la ecuacion de calor esta dada por

Nl—n

0'211
Go(u) = G(1,0) = K max exp{—1—2-}—1,0 i 62)
r—+o

En particular, si v <0, se tiene que G (u) = 0. En conclusién, la ecuacnon

de calor asociada al precio de la opcién y su condicion de frontera estan
dadas por

oG 6°G
E=au2 —o<u<ow, >0
G,0)=G,(u), —wo<u<om. (63)

La solucidn de la ecuacidn de calor esta dada por

G(u,7) =

1 o —l((\—u)/ E)z
Golsk 2 d
odmr .[’; 0 (3)3 §

1 2
3 —%((x—u)/ JZ)Z )
ZJ_ JjK[exp{ 1.2 } qe ds 64)

2

donde

s
I
<

Considere ahora el siguiente cambio de variable: 4 =
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De esta manera s =u+qy27 Y ds = 42r dg.
En consecuencia

G(u, T) = 1 '[7 K(elz-az(u+(/f2_r)/(r_%az) ~ 1) e'%'llz Jz_rdq,
2Jrr N,

donde
At/:{QIQ>—u/\/2_T_}

Por lo tanto,

G(U,T) = 1 r Ke%o-2<u+qJ2_1)/(r_él_o.2 )e"%(lz dq -

L 1 _
‘/ Ke
N V271 N

=L -1,

Observe ahora que

_uid2r = _;25(,. lagjﬂln(%% (r —%UZXr [)]

45

(65)
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Por lo tanto,

Aq={q q>—u/y/5}

S, 1 2 _
={q q>—ln(7)+£:'/%ﬁ ) (66)

|n(%)+ (r -1o? XT ~1)

odT —t

=49 —0<g<-—

De esta manera, la primera integral en (65) satisface

7 dg = KO(d,) (67)

Erkez

donde
4= In(%)wt(r—%aZXT—t)
o oJT -1t

y

-1,,

@-7=le

es la funcion de distribucién acumulada de una variable normal estandar. Para
calcular la segunda integral que aparece en la ecuacion (65), considere el ar-
gumento de la exponencial en el integrando, esto es
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ol e - t07) T2 23]

Por lo que

L_’= 1 rKeI (S 1K) (——O'ZXI I)+cr'/_lq ——q d([
) JZﬂ' Ny

l /+0’ T-1g -tq4?
PR dg

e
'/Z_J‘” o 30 2011+ (1 ')dq
/4

ﬁ;f f,m/_)zd

47

(68)

Considere ahora el siguiente cambio de variable z = g — o+/T —¢ , asi dz =dg

Y

L=Set_— Jm ""f_)zd

K\I

(69)
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Observe ahora que

q>—u/'/2-_r

implica

In(%’.—)+ (r + —;-O'ZXT ~1) |

ovT -t

zZ>-

Por lo tanto,

oT -1 (70)

m(%)ﬁu(r%f)(r_,)}

—0< <

De esta manera, se concluye que

ovT —t

In(%)+(r+%021rz)}_

(7 1 _1.2
L= S e — fe 2 dz 71
2 o [>7 A (71)

donde

Evidentemente, d, = d, — o7 —1 De las ecuaciones (64), (67) y (71) se tiene

que

G(u, r) =L -L, - S,er('l;')CD(d, )_ K(D(d2 ) (72)
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Finalmente, la ecuacion (60) produce

e(S,.1)= B(t.T)G(u(S,.7).7)
=S (d,) - KD(d,))  (73)
= S,@0(d,)- Ke " " (d,),

donde

. |n(%)+ (r+—;—0'2XT—t)
b ovT —1t

o300
? ovT —1 '

Observe que el valor de la opcion es independiente del rendimiento esperado
de la accion . En la ecuacion (73) se puede observar que si el precio de la
accion aumenta, mayor sera el precio de la opcidn. Asimismo, un incremento
en el periodo de maduracion, 7'— ¢, o en la tasa de interés libre de riesgo, r, o
bien en la varianza, o7, dara lugar a un incremento en el valor de la opcion.

12.1 DETERMINACION DE LA ECUACION BLACK Y SCHOLES
MEDIANTE EL CAPM

A continuacion se obtiene la ecuacion Black y Scholes (73) utilizando el CAPM.
El' modelo CAPM describe la relacion entre el riesgo y el rendimiento espera-
do de un activo bajo condiciones de equilibrio de mercado.

Suponga, como antes, que la dinamica del precio del activo subyacente
esta dada por la siguiente ecuacion diferencial estocastica
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dS = uSdt +oSdw,, dw, ~ N(0,dr), (74)

de esta manera, el rendimiento del activo es
ds
dR = S—’ = pdt + odW, (75)

Para calcular el cambio en el precio de la opcion por modificaciones en S, se
utiliza la expansion en seriede Taylor hasta términos de segundo orden:

oc oc 820 2a2

1
- — —0°S
dc = as, ds+— Py de+ 7% aS’Q ¢+ dt (76)
oc oc o%c oc
=| —uS, +—+3 o?S? + —05
aS/ 't / a, 2 aS;? / dt aSl / d”/

dR="""35s ¢ as R (77)

De acuerdo con el modelo CAPM, los rendimientos de la opcién y del activo
subyacente satisfacen, respectivamente, las siguientes relaciones lineales con
respecto del rendimiento del mercado, dR,,

E[dR ]-rdt = ﬁ[E[dR ]-rdt] (78)

E[dR]- rdt = B, [E[dR, |-rdd], (79)
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donde

Cov(dRy,dR,, )
Var(dRM)

§ = (80)

_ Cov(dR,,dR,,)
< Var(dRM)

Cov(idRS — dRA,]
_ oS, e 1)
Var(dRy,)

_ o E,_Cov(dRS,dRM)
" 0S, ¢ Var(Ry)

oc S,

A

Si se sustituyen las ecuaciones (81) y (79) en (78), se tiene

d
E[ c]—rdt Be (E[dR, ]-rdr)

c

86

as . — B (E[dR, ]-rdr)

ac S,
=% e — By (ﬂ— E[dR,]-rd1) (82)

ac S,
8S P — (E[dR]-rd0),
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lo cual implica que

oc .
E[dc]-redt = 2575/ (B[R J-rd0). (83)

Si se sustituyen las ecuaciones (75) y (81) en la ecuacion (83), se tiene que

oc
E[dc]-redt = a5, O (EIR] —rdr)

oc
= %’-S, (e = r)de (84)

donde se ha considerado que E[dW ]=0. Finalmente, si se sustituye la ecuacion
(76) en la ecuacion (84) se tiene

oc oc 1% 5.0 oc Oc
— — 4t —=——0°S/ |dt + — 0S5, dW |- S s _
E{[as, B+ ot g agz® S [t g5, SN | —rodt =2 Slu—rit (g5

/ !

equivalentemente

: 2,
£+rS, —aL+%0'zS,2 a—C——rc =0
oS, oS, aS?

13. EL MODELO DE ROBERT MERTON

En 1973, Robert Merton publica el articulo “Theory of Rational Option Pricing”
en el Bell Journal of Economics and Management Science. En esta inves-
tigacion se obtienen resultados similares a los de Black y Scholes, y varias
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extensiones, entre las que destacan: tasas de interés estocasticas, pago conti-
nuo de dividendos, un analisis de opciones americanas, generalizacion de la
formula de Samuelson para opciones perpetuas y la valuacion de opciones con
barreras. Varios de los supuestos de Black y Scholes se mantienen en el traba-
jo de Merton. Una diferencia esencial es que en el modelo de Merton no se
supone una tasa de interés constante y libre de riesgo, sino un bono cup6n cero
cuyos rendimientos son gobernados por un proceso de Gauss-Wiener, lo cual
genera una estructura de plazos para la tasa de interés.

~ Se supone que el precio del subyacente, S, es conducido por el movimien-
to geométrico Browniano

dS =aS,di +oS,dWe, dW,~N(0,do), (86)
donde a € IR es el rendimiento medio de la accion, el cual puede ser una
variable aleatoria; y, & > ( es la volatilidad instantinea, la cual puede ser una
funcion determinista conocida de 7. Asimismo, se supone la existencia de un

bono cupdn cero cuyo precio al tiempo ¢, B, = B(t, T), es conducido también por
un movimiento geométrico Browniano de la forma

dB = A(t,T)B,dt +5(t,T)BdV,  B(I.T)=1, dV,~N(0,dr).  (87)

Se supone que los procesos dW,y dV, se encuentran correlacionados entre si,
de tal manera que

Cov(dW,,dV,) = pdt. (88)

En particular, si Az, T)=ry 8(t, T) = 0, el precio del bono es

B(t,T)=e""™". (89)
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Se supone que todos los agentes que participan en el mercado aceptan los
valores de 4y 8. Sobre los parametros de preferencias de los agentes, a'y A,
no se hace supuesto alguno. Por lo anterior, el precio de la opcién es funcion
del activo subyacente, del precio del bono cupon cero, del tiempo en que se
inicia el contrato, del tiempo de vencimiento y del precio de ejercicio. Concre-
tamente, el precio de la opcidn satisface ¢ = (S, B, t; T, K). El cambio mar-
ginal en el precio de la opcidn, dc, durante el instante d#, se puede expresar a_

través de una expansion en serie de Taylor hasta términos de segundo orden,
esto es,

A, 2 2 2
de = L+ 2 gs, + 2 10 (4502 2€ (g, )2 + ZE (a2

ot as, oB, 2| as? oB? or?

02 2¢ : (90)
+2 ——(ds,)(d) + =< (dB, )(dr) i (dS, )(dB,) ||

s, ot OB, ot oS, @B,

La sustitucion de (86)-(88) en la ecuacion anterior produce

: 152 e 25 e
do=|l =+ % g+ 5p to—0 2S,2+12—%5‘B,2+p063,8, o¢ oy
o 3s, OB, 2 38, 2 0B aS, B,

!

91
+ 2 o5 aw + 258, av,. ©n
0B

oS,

1

Esta ultima ecuacion se puede rescribir como dc = A cdt + A,cdW, + A,cdV,
donde

b ' 10 1 82 a
AL - S R a ,w,+——§azs,2+—a—%5232 + podS, B, -2 €
cl o as, OB, 2 38, 2 0B, oS, B,
4 =B %0
c a8, (92)
& _98 oc

¢ aB,'



DEe BACHELIER A MERTON: 100 ANOS DEL MOVIMIENTO BROWNIANO EN ECONOMIA Y FINANZAS S5

Considere ahora un portafolio formado por acciones, opciones sobre dichas
acciones y bonos. Si w, es el nimero de acciones, w, el nimero de opciones, y

w, el nimero de bonos en el portafolio, entonces la inversion total esta dada
por

[T, =w,S, + w,c+w,B. (93)
Elrendimiento del portafolio satisface
dR,=dn’ _[ S, dS WyC $+(w3 JdB
I_I/ n, ASY[ n/ c l—[/ Bl

ds,
=P S— ﬂz—+ﬂa

! I

(%94)
donde

B, +/Bz+183 =0,

es decir, la inversion agregada es cero. Si se sustituyen (86), (87) y (91) en
(94), se sigue que

dR, = (fB,(adt —cdW,)) + B,(Adt — A,dW, + A4, dV,) + B,(Adt + &AV,).  (95)
En virtud de que S, =—(f, + f,) . se tiene que (95) se transforma en

dR = (B,(@ - A)+ Bo(dy — )t + (B0 + Body)AW, + (oA, — (B, + £)E)AV,. (96)

A continuacion se eligen 3y f3, de tal manera que los coeficientes de dW,y de
dV se anulen, es decir,

Bio+ B4, =0 ©7)



56 FrRANCISCO VENEGAS M ARTINEZ

= p6+(4;-9)B, =0. (8)
Asimismo, si se supone que los mercados estan en equilibrio y la inversion

agregada es cero, entonces el coeficiente de dz (96) también es cero, ya que,

en caso contrario se estarian generando oportunidades de arbitraje libres de
riesgo. Asi,

Pi(a—A)+ B,(4, - 4)=0. (99)

Las condiciones (97)-(99) se pueden expresar matricialmente como:

a-A 4 -4 .
A At
~-5, A4,-9 ’

Una solucidn no trivial del sistema anterior, /3 = 0, S, « 0, existe si y solo si al
menos dos renglones de la matriz anterior son linealmente dependientes, es
decir, siy solo si se cumplen las siguientes relaciones:

e =8 a=4 (100)
La primera igualdad de (100)
Ay . Ay
il - (101)

implica
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5,04 B2
¢ a5, c 9B, (102)
equivalentemente
0
c=5% 5%
s, 'oB,

es decir, ¢ homogénea de grado uno en S, y B,. Considere ahora la segunda
A -
a-4
Esta ecuacion conduce a

J

. 4p
igualdad de (100), P

2 2 i
la—zazsf+l—a 2523,2+p065,3,—a—c+a—c=0- (103)
2 55 2 oB; ooy 8 o

Considere ahora el cambio de variable X = S /KB . En este caso, B, actua
como un numerario. El cambio en X esta dado por:

S
dx, = +d 3 _Msd L) Las, - s, yd -
K \B ) K B, ) B, B

1

i 1 i 2\ 525 1

1 S
+ —B—(aS,dt +aS,dw,) - ;’ pOb,

{

(104)

1

lo cual implica que
dx
_ZL=(a—,1+52—p0'5)dt+odW,+é'dV,. (105)
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Observe que la esperanza del cambio porcentual dX, /X esta dada por

E[&} =(a-A+6% - pos)dt,,

!

ya que E[dW ] = E[dV ] = 0. Por otro lado,

y2: = Varlid))(('}= Var((a — A+ 8% — pad)dt, + odW, + &dV,)

1

= Var(cdW, — &4V,)
= oVar(dW,)+ 8 ZVar(dV,) - 266Cov(dW,,dV,)
= (0% + 6% - 2pods)dt.

(106)

Sea h(X, t) = ¢ / KB, De esta manera, ¢ = h(X, )KB,. Si se calculan las
derivadas parciales de ¢, tomando en cuenta que X, =S / KB, se obtiene

% _xph
ot ot
oc _ dc 8X, 820—(9(60]
oS, oX, oS, 852  as, | as,
_ ok [ a%h ) 1
ox,’ “lox? KB,
oc _ Oc 0X, 82¢ P Py
0B, 5Xarh531 oB? 9B, \ 3B,
= —KX , —, K 8%h
e =—X'—,
B, ' ox:
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o’c o (ac
0S,0B, S, | B,
1 2

x 2
B, X,

Si se sustituyen las derivadas parciales anteriores en la ecuacion (106), se
tiene que

e (107)

Si se considera (106), la ecuacién anterior se reduce a

2
1)/2)(,2 . /; +%:O
2 X2 ot

Si se utiliza ahora el cambio de variable 7 =7-1, (X, 1)= H(X, 7 ), entonces

1 5., 0°h OH
SV X S 108
2 aX,Z ot (108)

I+7

1
2 2

Se establece otro cambio de variable mas, 7~ = 2 J-Y ()dy | y se define
1

v(X,,8%) = H(X, 7). (109)
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En este caso,

o’v _ 9H? v 1, oH

T — y —_—

y
Xt  oax? 06° 2 ot

Por lo tanto, la ecuacién (108) se transforma en

%v v
X —=—. 110
"ox? o082 (1%
Por altimo, se define
2
w(u,az)=v(X"‘7%, (111)
/
donde
u=In(X,)+6&". (112)
En este caso, v(X,,a‘z) =pu,5°)X, y
p _ 1 [ )
ox?t X, \ou* ou
y
2
0
_aL: X’ a_(p+__(£. _
082 082  ou
La sustitucion de las derivadas parciales anteriores en (110) conduce a
— T 113
ol 052 (113)
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Observe ahora que

c(S,,B,,t) = KB,h(X,,1)

= KB,H(X,.,7)

= KBv(X,,8%)

= KB,p(In(X,)+&2,6%)X,.

Si se invierten todos los cambios en las variables, se sigue que

T 1

S 1 1
(S, B, 1) =S¢ In| =— |+ = |y2(»)dy,= |7?(»)dy |
(/ I) I(p[ (KB,J 2"[7 ())y2’—"}/ (y)d

De lo anterior, se tiene que max(S-K, 0) = Kh(X,, 0) 6 max(KX-K, 0) = Kh(X,
0), de lo cual se obtiene la condicidn inicial que satisface 4, A(X , 0) = max(X -
1, 0). Asimismo, max(S-K, 0) = S ¢(u, 0), lo cual implica max(1-(K/S)), 0) =
(u, 0), asi (u, 0) = max(1 - e, 0), lo cual es la condicion final que debe
satisfacer ¢. La solucién de (113) con ¢(u, 0) = max(1 - e, 0) satisface

o(u,5°) = D(g,)+e” "D(g)),

u u—282
g1 =—F— &27
donde 552 = y
1 f" V212
= — e’ '“dy
D) or
Es decir,

c(S,,B.t) = SPg)- KB®(d,),
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donde

S,
. In[K_I’B,] +16%(T -1)
1=

dJiT—t;

&, = dm

6? = ; JJ(O'Z +6° —2p0'5}ju
T -t
0, destacando la dependenciade ry T,
02(1, Ti= T;t r‘[az(u, T)+ 52(u, T)— Zp(u, T)cr(u, T)é(u, T)}iu

Esta formula es mas general que la de Black-Scholes debido a la dinamica
estocastica del bono cupén cero. En particular, si ] = Y 6 =0, setiene que

82 =21c%*T-1), 62 =52y

c(S,.B,.t)=S,0(d,) - Ke""(d, ),

donde
In[%’j+(r+%02XT—t)
dy =
ovT —t
y
In(%JJr(r—%GZXT—I) ]
dz =

ovT -t
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14. CONCLUSIONES

Se han revisado y discutido, en detalle, los trabajos de Louis Bachelier,
Paul Samuelson, Fischer Black, Myron Scholes y Robert Merton sobre
valuacidn de activos y sus derivados en tiempo continuo y en un ambiente
estocastico. Asimismo, se examinaron relaciones existentes entre di-
chos trabajos y las investigaciones de muchos cientificos prominentes.
También, se llevd a cabo una investigacion sobre la evolucién de las
ideas y formulaciones de los medelos de Bachelier, Samuelson, Black,
Scholes y Merton, seglin el contexto histérico y social en que se desarro-
llaron dichos modelos. Es importante destacar la coincidencia de Samuelson,
Scholes y Merton en el MIT a finales de la década de los sesentas; de otra
manera las ideas sobre decisiones éptimas en tiempo continuo y ambientes
con incertidumbre no hubieran madurado tan rapido. Por ultimo, se realizo
un analisis comparativo entre dichos modelos que permitiera sefialar sus
limitaciones y ventajas.

Vale la pena seialar que las contribuciones de Robert Merton exceden
por mucho a las de Fischer Black y Myron Scholes en calidad y cantidad.
El trabajo que Merton realizo en 1973, publicado al mismo tiempo que el
de Black y Scholes, no considera una tasa de interés constante y libre de
riesgo, sino un bono cupdn cero cuyos rendimientos son gobernados por
un proceso de Gauss-Wiener, lo cual genera una estructura de plazos para
la tasa de interés. Asi, el procedimiento de Merton es el parte aguas en el
analisis de tasas de interés, anticipandose al reconocido trabajo de Vasicek
(1977). Asimismo, Merton lleva a cabo la primera evaluacion de opciones
con barrera. El trabajo que posteriormente realizara en una gran cantidad
de articulos, proporciondé muchas y muy diversas aportaciones a las mate-
maticas, la economia y las finanzas.

Sin duda, en el interior de muchos existe un Bachelier que vive en el
anonimato y que siente una gran pasion por las matematicas, las finanzas o
la economia (o por todas ellas). No obstante, en la mayoria de los casos,
falta un valor esencial, la conviccion de Bachelier.
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